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Beiträge zur Nicht-Euklidischen Geometrie. I. II. III. 

von E. Study. 

Unter gemeinsamem Titel denkt der Verfasser eine Reihe von Untersuchungen 
über die algebraische und Differentialgeometrie im Nicht-Buklidischen Räume 
herauszugeben, einen Gegenstand, der ihn schon seit Jahren beschäftigt hat, ohne 
dass es doch zu einer mehr als skizzenhaften Veröffentlichung gekommen wäre. 

In dem ersten der vorliegenden drei Beiträge wird eine anscheinend neue 
Eigenschaft der geraden Linie erörtert. Die zweite Abhandlung ist von der 
ersten unabhängig. Sie ist überschrieben: Die Begriffe links und rechts*), es 
werden aber darin auch andere Grundbegriffe der Nicht-Euklidischen Geometrie 
behandelt. Sie ist als Einleitung zu weiteren Arbeiten gedacht, und deshalb ele- 
mentar gehalten. Sie kann vielleicht auch zur Einführung in die Methoden 
dienen, die der Verfasser in seiner Geometrie der Dynamen (Leipzig, 1903) an- 
gewendet hat. Die dritte Mittheilung enthält eine einfache Anwendung auf die 
Seh rauben flächen im Nicht-Euklidischen Räume positiver Krümmung, die als 
geodätische Linien in einer vierfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit betrachtet 
werden. 

I. 

Gerade und Punkt als Extreme. 

Es scheint noch nicht beachtet worden zu sein, dass der Satz von der Geraden 
als kürzestem Weg zwischen zwei Punkten in der hyperbolischen Geometrie zwei 
Analoga hat, bei denen der Punkt bemerkenswerther Weise nicht als kürzester, 
sondern als längster Weg zwischen zwei Geraden erscheint. 

Ergänzen wir in bekannter Weise das Punktcontinuum der Lobatschewski/' '- 
sehen Geometrie durch Zufügung unendlich ferner und sogenannter idealer 

*) Bei einer anderen Gelegenheit denken wir noch zu zeigen, dass ein Theil vom Inhalte der Begriffe links und 
rechts zu seiner Entwickelung den Maassbegriff nicht erfordert, sondern der reellen projectiyen Geometrie 
des Raumes angehört. 
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Punkte zum Punktcontinuum der projektiven Geometrie, so kann man diese 
natürlich noch präcise zu fassende Behauptung auch in der correlativen Form 
aussprechen : Die Gerade oder vielmehr ein Stück einer Geraden erscheint als längster 
Weg zwischen zwei Punkten. 

Wir betrachten zunächst die ebene Geometrie, vom Krümmungsmaasse — 1, 
gehörig zu dem absoluten Polarsystem 

(xy) = xjtf! — x 2 y 2 — x 3 y 3 = . ( 1 ) 

Wir können dann die — hier stets als positiv \ = 0\ betrachtete — Entfernung 
zweier Punkte im Inneren \(xx) >0, (yy) >0j- des absoluten Kegelschnittes 
eindeutig erklären durch die Formel 
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(»,y) = arccoBA^ (g gffi y) > (2) 

wofern wir dem Wurzelzeichen und der Function arc cos h den positiven Werth 
beilegen. Dieselbe Formel liefert aber eine reelle „Entfernung" der Punkte 
x, y auch noch in dem Falle, wo diese auserhalb des absoluten Kegelschnittes 
und zwar so gelegen sind, dass ihre gerade Verbindungslinie den absoluten Kegel- 
schnitt trifft. Ueberdies besteht auch in diesem Falle für drei Punkte y, x, z in 
gerader Linie, deren mittlerer x die beiden anderen trennt, die Gleichung 

(y, «) = (y, *) + (*, «)• (3) 

Wir wollen nun ein Dreieck x, y, z von verschiedenen ausserhalb gelegenen 
Punkten so annehmen, dass die Verbindungslinie von je zweien den absoluten Kegel- 
schnitt trifft; derart also, dass 

M 2 -W(zz)>0, (aaO<0, 

(zxf—(zz)(xx)>0, (yy)<0, (4) 

(xyf-(xx)(yy)lO, (z z)< 0. 

Wir können dann zwei Familien solcher Dreiecke unterscheiden : 

Ist 

(yz) {zx) (xy) < 0, (5a) 

so ist die grösste Seite der Dreiecks x, y, z immer grösser als die Summe der beiden 
anderen, oder mindestens dieser Summe gleich. Und zwar tritt der Fall der Gleich- 
heit dann und nur dann ein, wenn die drei Punkte in gerader Linie liegen. 

Ist dagegen 

(yz){zx)(xy)>0, (5b) 
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so kann die grösste Seite grösser oder kleiner als die Summe der beiden anderen 
sein, oder auch dieser gleich. Niemals aber liegen dann die drei Punltte in gerader 
Linie. 

Nehmen wir an, es sei 

(y, 2) l (y, x), (y, 2) ^ (», 2), (6) 

und fragen wir, unter welchen Veraussetzungen wir schliessen können, dass 

(y, 2) = (y, ») + (x, 2) (7a) 

sein muss. 

Die Ungleichung (7a) können wir offenbar auch so schreiben : 

cos h \ (y, z) — (y, x) \ ± cos h (x, z). 

Lösen wir hier mit Benutzung des Additionstheorems den hyperbolischen 
Cosinus links auf, so nimmt diese Ungleichung, bei positiven Werthen aller 
vorkommenden Wurzelgrössen, die Form an : 



V(*/z) ä */(xyf + (yy) V \xzf ± V '(yz)» — (yy) (zz) V(xyf — (xx) (yy). 

Hier sind nun nach Voraussetzung (4) und (6) beide Seiten positive Grössen. 
Völlig äquivalent mit der letzten Ungleichung ist also die aus ihr durch Quad- 
riren entstehende: 



(xx) {yy) (zz) — 2 */(yz) 2 V(zxf */(xyf — 

— (xx) (yzf — (yy) (zxf — (zz) (xy) 2 t . 
Anderseits ist 

(xx) (yy) (zz) + 2 (yz) (zx) (xy) — (xx) (yzf — (yy) (zxf — (zz) (xyf > 0, 

weil die linke Seite das Quadrat der Determinante (xyz) darstellt. Wenn also 
die Ungleichung (5a) stattfindet, so fallen die beiden letzten Ungleichungen 
zusammen, und es ergiebt sich (7a). Sie bestehen beide als Gleichungen, wenn 
(xyz) = ist. Der umgekehrte Schluss aber, dass aus (7a) auch (5a) folgen 
müsste, kann nicht gezogen werden. 

Nehmen wir jetzt an, dass (5b) stattfindet, so wird behauptet, dass 

(y, 2) | (y, *) + (*, 2) (7b) 

sein kann, oder, nach Obigem, dass (bei Annahme der Ungleichungen (6) ent- 
sprechend) 

(xyz) 2 — 4 (yz) (zx) (xy) = 
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sein kann. In der That überzeugt man sich hiervon sehr leicht durch Beispiele, 
oder durch eine sogleich vorzuführende Ueberlegung. Dass (xyz) in diesem Falle 
nicht verschwinden kann, ergiebt sich daraus, dass dann in (7b) das Gleichheits- 
zeichen gelten müsste. Dann müsste also — da (xyz) = — das Product (yz) 
(zx) (xy) verschwinden, was nach (4) unmöglich ist. 

Um eine deutliche Vorstellung von den zugehörigen Dreiecksfiguren zu er- 
halten, wollen wir die Punkte y, z als gegeben annehmen. Man sieht leicht, 
dass dann die Gesammtheit der Punkte x, die den Ungleichungen (5a) oder (5b) 
genügen, dargestellt wird durch die in der Figur (1) schraffirten Gebiete. 




Verticale Schraffirung besagt, dass 

(yz) (zx) (xy) > 0, 

(yz) (zx) (xy) < 



horizontale, dass 



ist. 



Figur (2) zeigt sodann ebenfalls durch verticale und horizontale Schraffen 
an, wo 

(V, z ) — iV, ») — (»i «) = , oder (y, z) — (y, x) — (x, z)<0 ist. 

Diese Figur zeigt ausserdem, stark ausgezogen, den Ort aller Punkte x, 
für die 

(y, z ) — (y, *) — (*, y) = o 



Gerade und Punht als Extreme. 
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ist. Dieser Ort besteht aus drei völlig getrennten Linienzügen, deren einer gerade 
ist, während die beiden anderen der Curve 2. Ordnung 

(yzxf — 4 (t/z) (yx) (zx) = (8) 

angehören. Diese Curve berührt zunächst die Polaren der Punkte y, z, die 
Geraden (y x) = und (z x) = 0, in ihren Schnittpunkten mit (y z x) = 0. Bildet 
man sodann, unter Verwendung der Bezeichnungen 

(lt X) = U t Xi + «2 X 2 "T" U 3 X 3> { U V ) = U l V l U i V 2 U 3 V 3 

ihre Gleichung in Liniencoordinaten, so findet sich, nach Abspaltung des nicht 




Fig. 2. 



verschwindenden Factors A(yz)\(yzf — (y y) (z z) \ von der quadratischen Co- 
variante des Ausdrucks (8), die Gleichung 

(yz) (««) — (uy) (uz) = . (9) 

Man sieht also, dass die Curve (8) die Minimalgeraden durch y, z — die von 
y, z an den absoluten Kegelschnitt gehenden Tangenten — berührt, natürlich in re- 
ellen Punkten. Schliesslich geht durch die beiden Berührungspunkte der Curve 
(8) mit den von z ausgehenden Minimalgeraden der in der Figur nicht gezeichnete, 
aber leicht zu ergänzende Ort (y, x) = (y, z). Die Gebiete innerhalb der Curven 
(y t x) = (y, z) und (z, x) = (y, z) gehören dann zu den Ungleichungen (y, z) < (y, x) 
und (y, z) < (z, x), werden also horizontal zu schraffiren sein. Die Curve (8) aber 
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wird, soweit sie ausserhalb dieser Gebiete verläuft, die beiden Arten der Schraf- 
firung trennen. Man sieht nun ohne Mühe, dass die Schraffen richtig eingetragen 
sind, wenn man x auf den Randcurven der verschiedenen Gebiete laufen lässt. 
Zu grösserer Deutlichkeit fügen wir noch — in collinearer Abänderung — 
eine dritte Figur hier an, die zeigt, wie bei gegebenem x die Punkte y und z 




Fig. 3. 



liegen müssen, wenn gleichzeitig 

{yz) (zx) (xy) < 0, (yz) > (y, x) + (x, z) 



(10) 



sein soll. 

In diesem Falle, der nun noch näher betrachtet werden soll, werden wir 
sagen: „Der Punkt x trennt die PunJcte y und z," oder auch: „Der Punkt x liegt 
zwischen y und z." "Wenn unter den Verbindungslinien der Punkte x, y, z keine 
Minimalgerade vorkommt, haben dann die Polaren der Punkte x, y, z eine solche 
gegenseitige Lage, wie sie durch Figur 4a) angezeigt wird; während die Dreiecke 
der zweiten Familie der Figur Ab) entsprechen. 




Fig. 4a. 




Fig. 4b. 



Um nicht zu sehr ins Breite gehen zu müssen, entnehmen wir nunmehr 
der Anschauung (Fig. 4a), oder einer nahe liegenden Continuitätsbetrachtung, 
die folgenden Sätze : 

Liegt der Punkt x' zivischen y und z, und der Punkt x" zwischen (y und x' oder) 
x' und z, so liegt x" auch zwischen y und z. 

Liegen zwei verschiedene Punkte zwischen den Punkten y, z, und zwar so, dass 
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ihre gerade Verbindungslinie den absoluten Kegelschnitt trifft, so haben alle vier 
Punkte eine bestimmte Anordnung y, x', x", z oder z, x", x' y. 

Es liegt nämlich nach geeigneter Wahl der Bezeichnung x' zwischen y und x", 
und x" zwischen x' und z, aber nicht x" zwischen y und x', und nicht x' zwischen x" 
und z. 

Liegt ferner der Punkt x zwischen zwei solchen Punkten x' und x", so liegt x 
auch zwischen y und z.*) 

Die Art, wie diese Sätze zu Stande kommen, wird wohl hinreichend durch 
die beiden Figuren 5 erläutert. Man schliesst daraus ohne Mühe den folgenden 
bemerkenswerthen Satz: 




Fig. 5. 



Es sei vorgelegt eine Menge von Punkten ausserhalb des absoluten Kegelschnittes, 
die ein Continuüm bildet, und ausserdem, so beschaffen ist, dass die gerade Verbindungs- 
linie von je zwei verschiedenen Punkten der Menge den absoluten Kegelschnitt trifft. 

Jeder beliebige Punkt der Menge, mit Ausnahme von höchstens zweien y , z , 
hat dann die folgende Eigenschaft: Nimmt man diesen Punkt x aus der Menge 
heraus, so bilden die übrigen Punkte der Menge zwei ebenfalls continuirliche Theil- 
mengen (y) und (z), derart, dass x alle Punkte y der einen trennt von allen Punkten 
z der anderen. 

Alle Punkte der Menge zwischen zwei verschiedenen y, z bilden nach Zufügung 
von y und z selbst einen abgeschlossenen continuirlichen Gurvenzug, dessen Punkte x 
eindeutig-umkehrbar und stetig den Werthen eines Parameters t von Null bis Eins 
zugeordnet werden können. 

*) Dieses Alles würde sich strenge, aber, soviel wir sehen, nicht ganz kurz, mit rein algebraischen Mitteln 
beweisen lassen. — Wo es sich nicht um Fundamentalsätze grosser Theorieen handelt, dürfen wohl auch ab- 
kürzende Darstellungsformen angewendet werden, wenn es nur möglich ist, die entstehenden Lücken im Bedarfs- 
falle auszufüllen. 
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Dieser Garvenzug hat eine völlig bestimmte Länge S, die den Ungleichungen 

OS SS (y, z) 
genügt. ~ ~ ytn ' 

Ferner ergiebt sich : Sind zwei Ausnahmspunkte y , z der bezeichneten Art 

vorhanden, so besteht die ganze Menge aus diesen Punkten selbst und einem sie 

verbindenden Curvenzug von bestimmter Bogenlänge, dessen sämmtliche von 

y , z verschiedene Punkte zwischen y und z liegen. Die im Satze genannten 

Punkte y, z erhalten immer die Eigenschaft solcher G-renzpunkte y , z , wenn 

man alle von y, z verschiedenen Punkte der Menge unterdrückt, die nicht 

zwischen y und z liegen. 




Fig. 6. 

Nennen wir nun einen Curvenzug, wie er im Satze beschrieben ist, einen 
Weg zwischen y und z, so haben wir das Eingangs bezeichnete Resultat. 

Unter allen Wegen zwischen zwei verschiedenen Punkten y, z, die ausserhalb des 
absoluten Kegelschnittes liegen, und deren gerade Verbindungslinie diesen trifft, ist 
der gerade Weg der längste. 

Hierzu gehören als eine nützliche Ergänzung die weiteren Bemerkungen: 

Ist die gerade Verbindungslinie der Punkte y, z eine Minimalgerade, d. h., be- 
rührt sie den absoluten Kegelschnitt, so giebt es nur den einen auf ihr selbst gelegenen 
Weg zwischen beiden Punkten. 

In jedem anderen Falle giebt es unbegrenzt viele Wege zwischen y, z, und in be- 
liebiger Nähe irgend eines von ihnen insbesondere noch unbegrenzt viele, die die Länge 
Null haben. 

Die Figur 6 macht es anschaulich, wie ein Weg zu Stande kommt, der in 
beliebiger Nähe des längsten liegt, selbst aber die Länge Null hat. 



Für die Punkte einer Geraden, die den absoluten Kegelschnitt nicht trifft, 
also ganz im idealen Gebiete verläuft, können wir eine elliptische Maassbe- 
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Stimmung festsetzen. Die Entfernung zweier Punkte x, y auf einer solchen Ge- 
raden wird dann nur bis aufs Vorzeichen und bis auf ein Multiplum einer ge- 
wissen Periode bestimmt sein, die gleich n angenommen werden darf. Wir 
wählen unter den verschiedenen Werthen dieser Function den absolut-kleinsten 
aus, betrachten ihn als eine positive Grösse, und bezeichnen diese mit (x, y). In- 
dem wir für alle vorkommenden Wurzelgrössen auch hier deren positive Werthe 
setzen, haben wir dann die Gleichung 



und es ist immer 

< cos (x, y)=l. 

Dieselbe Formel (10) können wir dann auch noch in dem Grenzfall gelten 
lassen, wo die x, y enthaltende Gerade den absoluten Kegelschnitt berührt, aber 
weder x noch y in den Berührungspunkt fällt. Wir setzen dann (a;, y) = 0. 

Wir wollen nun zeigen, dass die so erklärte Entfernung (x, y), ebenso aber 

auch ihr Supplement 

[x, y\ — it — (x, y) 

gleichfalls die Eigenschaft hat, ein Maximum zu sein unter den Längen gewisser 
noch zu definirender „Wege" zwischen den beiden Punkten. 

Wir betrachten wieder ein Dreieck x, y, z von verschiedenen idealen 
Punkten, deren gerade Verbindungslinien aber nun den absoluten Kegelschnitt 
entweder gar nicht treffen oder höchstens berühren sollen : 

(yzf—(yy)(zz)<0, (asc)< 0, 

(zxf-(zz)(xx)<0, {yy)<0, (11) 

(xyf — (xx) {yy) < , (a e)< . 

Ohne eine Beschränkung einzuführen, dürfen wir dann annehmen, dass 

-f- ^{y,z)l{y,x)l{x,z)> = (12) 

sei. Die der Reihe nach hypothetisch anzunehmenden Ungleichungen 

(y,«) = (y, «) + (», «) ( 13 ) 

lassen sich dann so schreiben : 

cos (x, z) — cos (y, z) cos (y, x) = sin (y, z) . sin [y, x) . 
15 
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Da hier nach Voraussetzung beide Seiten positive Grössen sind, so erhält 
man durch Quadriren äquivalente Ungleichungen, 



(xx) (yy) (zz) — 2 */(yzf {zxf (xyf — 
— (xx) (yzf—(yy) (zxf — (zz) (xyf = 0. 
Wie zuvor sieht man jetzt, dass nur das obere Zeichen oder das Gleichheits- 

(yz) (zx) (xy)< 0, (14a) 

(yz) (zx) (xy) > (14b) 

eine Entscheidung nicht getroffen werden kann. 



zeichen möglich ist, wenn 



während im Falle 




Fig. 7. 



Es wird genügen, wenn wir die leicht zu behandelnden Grenzfälle 



7t 



(y, z ) = -2 = bt> z l und (y> z ) = °> b, z] = n 



weiterhin zunächst ausschliessen und also annehmen, dass 



7t 



< (y, *)< -ö- < [>, z]<n 



sei. 



Die beiden Abschnitte, in die die Gerade yz durch die beiden Punkte y, z 
zerlegt wird, sind nun jeder Diagonale eines einfachen Vierseits, dessen Seiten 
Stücke von Minimalgeraden sind. (S. die Figur 7). 
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Im Inneren oder an der G-renze dieser beiden Vierseite liegen alle den Un- 
gleichungen (11) genügenden Punkte x. Beide Vierseite haben im Uebrigen ver- 
schiedene Eigenschaften. Bei geradliniger Erstreckung des Integrals über das 
Bogenelement zwischen y und z durch das Innere des einen Vierseits hindurch 
entsteht der kleinere Werth (y, z), bei Erstreckung durch das andere Vierseit der 
grössere [y, z]. Das erste, wie wir der Bequemlichkeit halber sagen wollen, 
„kleinere" Vierseit liegt ganz im Gebiete (y z) (z x) (x y) < ; das andere 
„grössere" wird durch die absoluten Polaren der Punkte y, z in drei Abschnitte 
zerlegt, zwei äussere, in denen ebenfalls (y z) (zx) (xy) < ist, und einen inneren, 
in dem (y z ) (z x) ( x y) > ist. Weiter erkennt man — ähnlich wie zuvor — 
dass der Ort aller Punkte x, für die 

(y, *0 = {y, *) + (s, z ) (iß) 

ist, aus drei getrennten Curvenzügen besteht. Der eine von diesen ist gerade, und 
verläuft ganz im kleineren Vierseit. Die beiden anderen liegen auf der irre- 
ducibilen Curve 2. Ordnung 

( yzx y _ 4 (yz) (zx) (xy) = (16) 

und verlaufen ganz im grösseren Vierseit. So erhält man schliesslich eine Ein- 
sicht in die Vertheilung der Gebiete für x, in denen 

(y, «0 — (y, «) - (», «0 > 
ist und der anderen, in denen 

(y,z) — (y, «) — (», *0 = o 

ist: Die ersten werden in der Figur 7 durch verticale Schraffen, die zweiten, 
oder vielmehr das zweite Gebiet, durch horizontale Schraffen bezeichnet. 

Nunmehr ergiebt sich, ganz wie zuvor im Falle hyperbolischer Maassbe- 
stimmung, der Begriff eines Weges zwischen y und z, der in dem kleineren 
Vierseit verläuft, und der Satz, dass unter allen diesen Wegen der gerade der 
längste ist. Wir behaupten aber weiter, dass in dem grösseren Vierseit dieselben 
Beziehungen gelten. Das heisst, wir behaupten, dass in dem Dreieck y, x, z die 
Länge der Seite yz nicht kleiner ist als die Summe der Längen der beiden 
anderen Seiten, wenn x in dem grösseren Vierseit liegt, und wenn alle drei 
Längen durch das geradlinig erstreckte Integral über das Bogenelement so erklärt 
sind, dass der Integra tions weg das grössere Vierseit nicht überschreitet. 

Man erkennt ohne Schwierigkeit, dass man bei dem Beweise dieser Be- 
hauptung drei Fälle zu unterscheiden hat. 
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1) Der Punkt x liegt in dem mittleren der oben unterschiedenen Theilgebiete 
des grösseren Vierseits (oder an dessen Grenze). Dann ist (yz) (yx) (zx)>Q; 
die drei Längen sind [y, z], (y, x) und (x, z) ; die Behauptung ist 

[y, *ü = (y, x ) + (», «) • 

2) und 3). Der Punkt x liegt in einem der äusseren Theilgebiete — z. B. 
in dem, das von der Polare des Punktes y abgeschnitten wird, oder so, dass 
(y, x)>(x, z). Dann ist (yz) (yx) (zx)< 0, die drei Längen sind [y, z], [y, jc], 
(er, 2), und die Behauptung ist 

[y>«]-[y>*] + («, z ), oder 
(y,*)=(y, z) + (z,x). 

Der Beweis ergiebt sich in allen Fällen durch die schon mehrfach ange- 
wendete Schlussweise. 

Indem wir nun das erhaltene Resultat formuliren, werden wir uns kürzer 
fassen als zuvor, und im "Wesentlichen nur hervorheben, was den gefundenen 
Satz vom vorigen unterscheidet. 

Die verwendete Art der Maassbestimmung bezeichnen wir als pseudo-ellip- 
tisch deshalb, weil sie mit einer gewöhnlichen elliptischen im positiven Krüm- 
mungsmaasse (+1) übereinstimmt, sich aber von ihr durch das Vorhandensein 
reeller "Wege von der Länge Null wesentlich unterscheidet. Unter Verwendung 
dieser Terminologie können wir dann sagen: 

Sind y, z zwei verschiedene Punkte, deren gerade Verbindungslinie den ab- 
soluten Kegelschnitt nicht trifft, so gibt es zwei Familien von directen Wegen zwischen 
y und z. 

Es giebt nämlich zwei von Minimalgeraden begrenzte einfache Vierseite, in denen 
y wnd z gegenüberliegende Eclcen sind. Im Inneren oder an der Grenze je eines 
dieser Vierseite verlaufen die Wege der einen oder anderen Familie. 

Unter allen Wegen derselben Familie ist bei pseudo-elliptischer Maassbestimmung 
der gerade der längste. 

Jeder directe Weg ist ein Curvenstück von bestimmter Bogenlänge, dessen 
sämmtliche Sehnen den absoluten Kegelschnitt entweder gar nicht treffen oder 
höchstens berühren. Er wird durch irgend einen seiner Punkte x, der von y und z 
verschieden ist, in zwei Wege von gleicher Eigenschaft zerlegt. Wenn in dem 
zuvor ausgeschlossenen Grenzfall y und z ideale Punkte bleiben, aber die Gerade 
yz den absoluten Kegelschnitt berührt, so giebt es einen „eigentlichen" und 
einen „uneigentlichen" directen Weg zwischen y und z. Beide sind gerade. 
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Der erste verläuft ganz ausserhalb des absoluten Kegelschnittes; er hat die 
Länge Null. Die Länge des zweiten Weges ist nicht eigentlich definirt, darf 
aber = tl gesetzt werden. 

Ein Curvenstück kann die Eigenschaft haben, dass sich um jeden seiner 
Punkte herum ein Gebiet abgrenzen lässt, in dem das Curvenstück directer.Weg 
ist zwischen je zweien seiner Punkte y\ z', ohne dass ihm im Ganzen nothwendig 
dieselbe Eigenschaft zukäme. Für solche Curvenstücke, die zwei gegebene 
Punkte y, z verbinden, gilt dann der letzte Satz nicht mehr. Im Gegentheil 
kann man offenbar zwei ganz beliebige ideale Punkte — also auch solche, deren 
gerade Verbindungslinie den absoluten Kegelschnitt in getrennten Punkten 
schneidet — durch solche Curvenstücke verbinden, deren Länge eine beliebig ge- 
gebene Zahl übertrifft. Die Länge des directen Weges zwischen Punkten y, z — 
falls es einen solchen Weg gibt — ist also in viel beschränkterem Sinne Maxi- 
mum als die zuvor betrachtete Wegelänge bei hyperbolischer Maassbestimmung. 



Da die Einführung der sogenannten idealen Punkte in die Geometrie 
LobatscIiewsJcy's nicht gerade eine Notwendigkeit ist, so wird vor der hier ge- 
wählten Ausdrucksform der aufgestellten Sätze unter Umständen den Vorzug 
verdienen eine andere, bei der jene Begriffsbildung vermieden wird. Natürlich 
lässt sich die Uebersetzung aus einer Sprache in die andere ohne Weiteres aus- 
führen. Zum Beispiel lautet der Satz, der unserer ersten Reihe von Be- 
trachtungen zu Grunde liegt, nunmehr wie folgt : 

Wenn von drei Geraden y, x, z, die zu zweien entweder parallel oder idtraparallel 
sind, die mittlere die beiden anderen trennt, so ist die Länge der gemeinsamen Nor- 
male zwischen y und z grösser als die Summe der Längen der Normalen zwischen y, 
x und x, z, oder mindestens dieser Summe gleich. 

Der Fall der Gleichheit tritt ein, wenn alle drei Geraden eine gemeinsame 
Senkrechte zulassen, oder, im Grenzfall, parallel sind. „Länge der gemeinsamen 
Normale zwischen y, z" heisst natürlich, wenn y, z ultraparallel sind, die Länge 
der kürzesten Verbindungslinie zwischen einem Punkte von y und einem Punkte 
von z, und, im Grenzfalle des Parallelismus, die Null. Alles Weitere ergiebt sich 
von selbst: Der ideale Schnittpunkt von zwei ultraparallelen Geraden y, z oder 
seine Polare, die gemeinsame Senkrechte von y, z, betrachtet als Ort der zu ihr 
senkrechten Geraden, erscheint nun als längster Weg zwischen diesen beiden 
Geraden. 
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In ähnlicher "Weise kann man unseren zweiten Satz mit seinen Folgerungen 
übertragen. Die grundlegende Thatsache erweist sich in diesem Falle als nicht 
verschieden von dem bekannten Satze über die Dreieckswinkel, der etwa so 
ausgesprochen werden kann : 

„In jedem gewöhnlichen Dreiseit ist irgend ein Aussenwinkel grösser als die 
Summe der beiden Innenwinkel, die der dem Aussenwinkel gegenüberliegenden 
Seite anliegen, oder er ist mindestens dieser Summe gleich. Und zwar tritt 
Gleichheit dann und nur dann ein, wenn die drei Seiten durch einen Punkt 
gehen." 

Es ist minder anschaulich, mit Geraden und ihren Winkeln, als mit Punkten 
und ihren Entfernungen zu operiren; im ersten Falle hat man nicht wie im 
zweiten ein leitendes Princip in analogen Verhältnissen der Euklidischen Geo- 
metrie; und darin liegt jedenfalls der Grund dafür, dass man diesem längst be- 
kannten Satze noch nicht die Wendung gegeben hat, auf die es uns hier ankommt 
(falls in der That die Sache neu sein sollte). Aber wenn wir hier die gerade 
Linie als — wenn auch nur sehr relatives — Maximum hinstellen, so handelt es 
sich gewiss um eine Thatsache, die in einem vollständigen System der Nicht- 
Euklidischen Geometrie nicht fehlen sollte. Ueberhaupt darf es, wie uns scheint, 
einmal gesagt werden, dass die Entwickelung der Nicht-Euklidischen Geometrie 
selbst in sehr elementaren Dingen noch ganz unvollständig ist. Die Lobat- 
schewsky'sche Trigonometrie z. B. ist gewiss ein besonders wichtiges Bruchstück, 
aber immer nur ein Bruchstück : Dreiecke mit ganz oder theilweise ultraparallelen 
Seiten, insbesondere die den ersten entsprechenden Sechsecke mit lauter rechten 
Winkeln, müssen auch betrachtet werden in einem System, das einigen An- 
spruch auf Vollständigkeit erheben will. Auch dem Vorhandenen fehlt noch 
die feinere Durchbildung, das Studium der zugehörigen Gruppen, der Zusammen- 
hang mit der Invariantentheorie u. s. w., obwohl die Hülfsmittel zu solchen 
Untersuchungen längst ausgebildet sind.*) 

Fragen wir nunmehr nach einer etwanigen Ausdehnung der abgeleiteten 
Sätze auf eine beliebige Dimensionenzahl, so zeigt sich eine bemerkenswerthe 
Verschiedenheit der skizzirten kleinen Theorien. 



*) Die in der Litteratur vorhandenen Methoden und Formeln sind für solche Zwecke völlig ausreichend. 
S. W. Jacobsthal, Art. Trigonometrie in der Encyclopsedie der elementaren Geometrie (Leipzig, 1905) und 
E. Study Sphärische Trigonometrie etc. (Abh. d. Sachs. G. D. W. Leipzig, 1898). Geometrie der Dynamen, 
Leipzig, 1903, S. 209-212 
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Unser erster Satz über die Gerade als längsten Weg lässt sich auf eine unbe- 
stimmte Dimensionenzahl ausdehnen, der zweite ist auf die Ebene beschrankt. 
Ist nämlich das absolute Polarsystem gegeben durch 

(*y) = *tfi — *<ä)% —■•••— x n y n = 0, 

so können wir zunächst zwei ausserhalb des absoluten Punktgebildes (xx) = 
gelegene Punkte y, z so annehmen, dass ihre gerade Verbindungslinie dieses Ge- 
bilde trifft. In jeder Ebene durch die Gerade yz erhalten wir dann die zuvor 
untersuchten Dreiecksfiguren. Es entsteht, an Stelle des — bei hyperbolischer 
Maassbestimmung — erörterten Vierseits ein (n — l)-dimensionales Raumstück, 
begrenzt durch Stücke zweier von y und z ausgehender Conoide, 

(yxf — (yy) (xx) = 0, (zxf — (zz) (xx) = . 

„Wege" in diesem Raumstück sind im "Wesentlichen so zu definiren, wie zuvor, 
nur brauchen sie nicht in Ebenen zu liegen. Der gerade Weg ist unter ihnen 
allen der längste. 

Wenn dagegen die Gerade yz das absolute Punktgebilde nicht trifft, so 
giebt es drei verschiedene Arten von ebenen Wegen zwishen y, z. Eine Ebene 
durch y, z kann zunächst das absolute Gebilde in einem reellen Curvenzug durch- 
dringen. Bei pseudo-elliptischer Maassbestimmung zeigt sich (y, z) oder [y,2] als 
Maximum zunächst unter geeigneten gebrochen-geradlinigen Wegen. Sodann 
kann die Ebene das absolute Gebilde berühren. Man erhält in diesem Falle, 
wie sich unschwer einsehen lässt, unendlich viele gleichlange Wege zwischen 
beiden Punkten. Endlich kann die Ebene das absolute Gebilde gar nicht 
treffen. Dann wird (y, z) ein Minimum. Es ergiebt sich also, dass die Länge des 
geraden Weges in diesem Falle überhaupt nicht Extremum. ist. 

Das schliesst natürlich nicht aus, dass auf einer Mannigfaltigkeit niederer 
Dimension, die einer solchen Maassbestimmung unterworfen wird, das Problem 
der kürzesten (oder längsten) Linien doch wieder einen klaren Inhalt bekommen 
kann. So giebt es im Räume von acht Dimensionen eine Mannigfaltigkeit M 4 
von vier Dimensionen, der bei passend gewählter pseudo-elliptischer Maass- 
bestimmung die folgende merkwürdige Eigenschaft zukommt : 

Die Länge des auf M^ selbst gemessenen kürzesten Weges zwischen zwei Punkten 
y, z von M± ist gleich der Länge des geraden Weges zwischen eben diesen Punkten* 

Andere Erweiterungen des Vorgetragenen wollen wir nur andeuten. 

*) Math. Ann. Bd. 60, 1905, S. 361. 
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Aehnliche Extremums-Bigenschaften wie die hier betrachteten werden sich 
finden bei den geodätischen Linien, die zu einem Bogenelement gehören, dessen 
Quadrat durch eine quadratische Differentialform erklärt ist, in dem Falle, wo 
diese Form für die Linienelemente eine hyperbolische Maasbestimmung definirt. 
Ferner kann man bei einem Theile der vorausgehenden Betrachtungen den 
Kegelschnitt durch irgend ein Oval ersetzen. Es gehört ferner in diesen Ge- 
dankenkreis z. B. der folgende unschwer zu begründende aber doch vielleicht 
nicht ganz uninteressante Satz : 

Es möge eine im endlichen Gebiet der Euklidischen Ebene gelegene Menge von 
Punkten erstens ein abgeschlossenes Continuum bilden und zweitens die Eigenschaft 
haben, dass alle Sehnen zwischen verschiedenen Punkten der Menge mit einer be- 
stimmten Geraden Winkel 4> bilden, die einer Ungleichung der Form 

genügen. Dann ist diese Punktmenge ein rectißcirbares Curvenstück, das gewisse 
zwei Punkte y, z mit einander verbindet. 

Ist D der Abstand der Projectionen der Punkte y, z auf die genannte Gerade, 
so ist die Bogenlänge des Gurvenstücks höchstens gleich 

\D«/1+M 2 \. 

IL 

Die Begriffe Links und Hechts in der elliptischen Geometrie. 

In allen Untersuchungen über Nicht-Euklidische Geometrie, die mit der 
tiefer liegenden Problemen allein gewachsenen analytischen Methode geführt 
werden, trifft man gleich bei den ersten Schritten auf gewisse Quadratwurzeln*), 
deren Vorzeichen eine geometrische Bedeutung haben. Diese Deutung, die im 
Gebrauche solcher Worte wie Richtung, Drehungssinn, links und rechts zum Aus- 
druck kommt, wird natürlich erst möglich auf Grund besonderer Definitionen. 
Bei diesen hat die Willkür einen gewissen Spielraum — es handelt sich jedesmal 
um eine Entscheidung zwischen zwei logisch-gleichwerthigen Möglichkeiten. 
Man kann die nöthigen Bestimmungen so zutreffen suchen, dass bei geeignetem 
Grenzübergang zum Euklidischen Räume die für diesen bereits üblichen Erklär- 
ungen entstehen. 

Man sollte meinen, dass Begriffen von so tief einschneidender Bedeutung 
von vorn herein die grösste Aufmerksamkeit geschenkt worden wäre, dass man 

*) Siehe etwa Lindemann, Math. Ann. Bd. VII (1874), S. 56-144. 



Die Begriffe Linhs und Rechts in der elliptischen Geometrie. 117 

für sie sorgfältig abgewogene jede Mehrdeutigkeit ausschliessende Erklärungen 
gegeben haben müsste. Soviel dem Verfasser bekannt, hat man sich jedoch um 
diese Wurzelvorzeichen in der Regel überhaupt nicht gekümmert, oder man hat 
Worte so gebraucht, als ob ihnen von selbst ein klarer Sinn zukommen könnte. 
Dass unter diesen Umständen auch der analytische Apparat eines sorgfältigeren 
Studiums und weiterer Ausbildung bedarf, wird einleuchtend sein. — In emd 
vorliegenden Beitrag betrachten wir insbesondere den dreidimensionalen soge- 
nannten elliptischen Raum. Hier (oder auch im sphärischen Raum) findet die 
Deutung der erwähnten Wurzelgrössen eine besonders merkwürdige Anwendung 
in einem Uebertragungsprincip, das die Nicht-Buklidische mit der Buklidischen 
Geometrie in Zusammenhang bringt. 

Im Mittelpunkte unserer Darlegung stehen zwei nahe verwandte Begriffe, 
die im reellen Gebiete mit einander zusammenfallen, und als Speer und 
Pfeil bezeichnet werden. Ein reeller Speer oder Pfeil ist eine sogenannte orient- 
irte Gerade, oder Gerade mit positiver Richtung.*) Wir werden unter An- 
derem zeigen : 

Bei geeigneter "Wahl des Raumelementes {nämlich des Speeres oder Pfeiles, nicht 
aber der geraden Linie) wird die reelle sogenannte elliptische Geometrie völlig iden- 
tisch mit der Elementargeometrie der Punktepaare, die man zwei gleichgrossen 
Kugeln entnehmen hann.'f) 

Damit soll natürlich gesagt werden, dass diese beiden Arten der Geometrie 
in logischer Hinsicht nicht unterschieden zu werden brauchen, dass sie, vom 
Standpunkte des Logikers betrachtet, ein einziges System bilden. Aber wir 
behaupten auch — was uns ungleich wichtiger zu sein scheint — dass dieses 
System von Begriffen und Lehrsätzen sich auf sehr verschiedene Arten, und zwar 
an bemerkenswerthen Stellen, in das Ganze der Geometrie eimügt. 

») In der Euklidischen Geometrie hat man derartige Figuren betrachtet, seit man negative Grössen zu ge- 
brauchen gelernt hat. Von Mölius, Laguerre, Stephanos, He und Anderen sind sie vielfach verwerthet worden. 

Die Methode des Verfassers unterscheidet sich von denen seiner Vorgänger unter Anderem durch die 
Darstellung dieser Figuren durch besondere und zwar homogene Ooordinaten. 

•(Oln summarischer Darstellung ist dieses Uebertragungsprincip vom Verfasser bereits angegeben und 
durch Anwendungen erläutert worden (Festschrift der Universität Greifswald, 1900; mit einem Zusatz abge- 
druckt im Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung, Bd. 11, 1902, S. 340 u. ff.). Aehnliche Ge- 
danken, allerdings mit nicht ganz genügender Ausarbeitung der Begriffe, hat gleichzeitig auch Herr Joh. Petersen 
entwickelt, dessen Arbeit (Kopenhagener Akademieber. 1900, S. 806 u. s. f.) Freunde der Nicht-Euklidischen 
Geometrie mit Interesse lesen werden. (Herr Petersen hat seitdem seinen Namen in Hjelmüev umgeändert.) 

Weitere Anwendungen findet man in Schriften von J. Coolidge (The Dual Projective Geometry of Elliptic 
and Spherical Space, Diss. Bonn, 1904 ; Les Congruences isotropes, Acc. R. die Torino, 1903, 1905), sowie in 
einer Arbeit des Verfassars, Jahresber. d. D. M. V., Bd. 15, 1906, S. 476, u. f. 

16 
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Verschieden ist dem entsprechend in beiden Fällen sowohl die Terminologie 
(z. B. Speer == Punktepaar) als auch der zugehörige Vorstellungsinhalt ; und 
was im einen Falle anschaulich und naheliegend ist, braucht es nicht ebenso 
auch im anderen zu sein. Das aber, kann man sagen, sind die Bedingungen, 
unter denen ein solches Uebertragungsprincip, deren man ja schon mehrere 
kennt, sich als wirklich fruchtbringend erweisen wird. 

Uebrigens ist der bezeichnete Stoff ungemein umfangreich. Wir werden 
deshalb in dieser einleitenden Arbeit nur die grundlegenden Thatsachen vor- 
führen können, und auch diese — in der Hauptsache — nur in der Beschränkung 
auf reelle Figuren. Sogenannte imaginäre Figuren ziehen wir soweit in Betracht, 
als sie zum besseren Verständniss der reellen Geometrie dienen. Alle einzu- 
führenden Grössen sind reell, wofern nicht ausdrücklich das Gegentheil bemerkt 
wird. 

Die Geraden im dreidimensionalen elliptischen Baume bilden das gewöhn- 
liche Plücker'sche Liniencontinuum. Wir werden nun neben dem Begriff der 
Geraden vorläufig noch zwei andere Begriffe verwenden, die wir als Speer und 
Linienkreuz (oder, in anderem Zusammenhang, Strahlenkreuz) bezeichnen. Das 
Linienkreuz ist die Zusammenfassung einer Geraden mit ihrer absoluten Polare. 
Diese treten nämlich häufig verbunden auf, und man braucht daher für ihre 
Zusammenstellung ein besonderes Wort.* Der Name ist darin begründet, dass 
die Figur, von irgend einem nicht zu ihr gehörigen Punkte aus betrachtet, als 
Kreuz mit rechtem Winkel erscheint. „Speer" ist, wie gesagt, eine kürzere 
Bezeichnung für „orientirte Gerade," oder Gerade „mit positiver Richtung", 
besser — da die Gerade geschlossen ist — Gerade mit positivem Umlaufssinn. Sind 
zwei Punkte x, y auf einer Geraden gegeben, und kennt man, wie wir annehmen 
wollen, den Cosinus ihrer Entfernung, so kann daraus deren Sinus durch Aus- 
ziehen einer Quadratwurzel, also zweiwerthig, bestimmt werden. Bei zwei 
Punkten auf einem Speer sind dagegen Cosinus und Sinus der Entfernung 
zugleich rational-bekannt. Die Mehrdeutigkeit der Entfernung ist, so weit sie 
das Vorzeichen des Sinus beeinflusst, aufgehoben. 

Jede Gerade gehört also einem Linienkreuz an, und sie wird von zwei 
Speeren überdeckt. Jedes Linienkreuz enthält zwei Gerade, die einander im 
absoluten Polarsystem entsprechen, und es enthält also vier Speere. Daher 
bilden die drei Figuren Speer, Gerade, Linienkreuz im Sinne des Analysis Situs 

*) Es ist diese Figur das einfachste Raumelement einer besonderen Disciplin, der dual-projectiven 
Geometrie im elliptischen Räume. Vgl. die citirten Arbeiten yon Coolidge und dem Verfasser. 
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verschiedene Mannigfaltigkeiten. Nur in einer gewissen Umgebung eines 
bestimmten Speeres kann man sie eindeutig auf einander beziehen. Wo immer 
aber der ganze Raum betrachtet wird, also bei allen algebraischen Problemen, 
da ist es unerlässlich, diese Figuren gehörig zu unterscheiden. 

Die analytische Erklärung der dreierlei Gebilde gestaltet sich am einfachsten, 
wenn man das absolute Polarsystem in der Form annimmt: 

(xy) = x y + aj#i + z& a + x 3 y 3 = . (1) 

Die gewöhnlichen durch die Gleichung 

3^01 #23 + 3£o2 *3l + #03 #12 = (2) 

verbundenen Liniencoordinaten % iK = x t y K — x K y t können dann durch andere Ver- 
hältnissgrössen X 1 . . . X 9 vertreten werden, die wie folgt erklärt sind: 

2-2Ci = Xoi T *23> 2Jl 2 ~~ *01 *23> 

2X 3 = 3£o2 + ^31, 2X 4 = 9E 2 — 3£ 3 i, (3) 

2A B — 3tos t 3ti2, 2JC 6 = 3to3 — 3t]g, 

so dass die Gleichung (2) die Form 

X\ + XI + Xl = Xl + X\ + X\ (4) 

annimmt. 

Als Goordinaten einer Geraden können also sechs Verhältnissgrössen X x : X 3 : X 6 : 
X 2 :X i :X 6 dienen, die durch die Gleichung (4) verbunden sind. 

Nun findet sich sogleich, dass der Uebergang von einer Geraden zu ihrer 
absoluten Polare dadurch bewirkt wird, dass man entweder X 2 , X it X s oder X 1 , 
X s , X 6 durch die entgegengesetzt-gleichen Grössen ersetzt. Sind anderseits 
zweimal drei (reelle) Verhältnissgrössen £j , £ 3 , £ 5 und i% , £ 4 , £ 6 gegeben, so kann 
man immer auf zwei wesentlich verschiedene Arten zugehörige Grössen 

X 1 = xjc 1 , X 3 = xg 3 , X 5 = x&, 
■X-i — X £g, Xi = a,£ 4 , -A 6 = 2, £ 6 

derart finden, dass die Gleichung (4) besteht, und diese beiden durch Ausziehen 
einer Quadratwurzel zu ermittelnden Systeme von sechs homogenen Grössen 
stellen absolut-polare gerade Linien dar. Also ergiebt sich : 

Als Goordinaten eines Linienkreuzes können zwei Systeme von je drei Ver- 
hältnissgrössen 

dienen. 
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Endlich behaupten wir, dass Coordinaten eines Speeres entstehen, wenn man 
aus den beiden unter einander gleichen Ausdrücken (4) die Quadratwurzel zieht 
und diese den Grössen X als eine siebente Coordinate X = £96oo hinzufügt: 

Als Goordinaten eines Speeres können sieben Verhältnissgrössen dienen, 

X : Xi : X 3 : X B : X s : X± : X 6 , 

die durch die beiden Gleichungen 

Xl = X\ + X\+ Xi=X* + Xl + Xl (5) 

verbunden sind. 

Wo es sich, wie hier, um reelle Grössen handelt,*) da ist das Verschwinden 
von X ausgeschlossen, und man kann daher, im reellen Gebiete, unbeschadet der 
Vollständigkeit der analytischen Darstellung, JST = 1 setzen, und als Coordinaten 
eines Speeres sechs nicht-homogene Grössen benutzen, die durch die beiden 

Gleichungen 

X\+X\ + X\ = l, X\ + X\ + X\ = l (6) 

verbunden sind. 

In der That ergiebt sich das Gesagte sogleich, wenn man — unter Annahme 
des Krümmungsmaasses Eins für die elliptische Maassbestimmung — Sinus und 
Cosinus der Entfernung zweier Punkte x, y analytisch ausdrückt. 

Man hat zunächst, wie bekannt, 

/ \ ( x v) 

cos (x, y) = -—==^-^7== , ( 7) 

K,y) V(xx)V(yy)' V) 

und folglich, wenn x und y verschieden sind, und <£ oder X die dann bestimmte 
Verbindungslinie beider Punkte bezeichnet, 

sin (x, y) = /r 3> . ?*■-*■* . (8) 

v ' a! V(xx)V{yy) fax 

Die Grösse sin (x, y) enthält also gegenüber cos (x, y) keine neue Irrationalität, 
und tg (x, y) ist von solchen überhaupt frei. 

Natürlich ist es nicht nothwendig, den letzten Satz gerade so zu fassen, 
wie wir es gethan haben. Die Grössen 3£ 00 , &„• z- B., die durch die Gleichungen 
(2) und 

X2 P ± P ± ¥* J. P X |2 X P (Q\ 

Xqo — Xoi -f *02 T *08 ^ &23 ^ ^31 T i*>12 \ v ) 

*)Im complexen Gebiete wird man umgekehrt die Coordinaten zur Definition der erweiterten Begriffe 
Gerade, Linienkreuz, Speer, benutzen. Diese complexen Figuren haben dann aber nicht mehr einen so einfachen 
Zusammenhang wie die ebenso benannten reellen, auch sind noch ganz anders geartete Coordinaten in 
Betracht zu ziehen. Wir kommen hierauf später noch zurück. 
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verbunden sind, leisten Dasselbe. Von zwei Speeren, deren Coordinaten entgegen- 
gesetzte Verhältnisse JT :-5TjOder X m : %u liefern, werden wir sagen, jeder sei die 
Umkehrung des anderen. 

Dieser Umkehrungsprocess ist mit allen Bewegungen im elliptischen Räume 
vertauschbar, selbst aber ist er keine Bewegung: durch ihn wird die Gruppe der 
Bewegungen, mit dem Speer als Raumelement, zu einer sogenannten gemischten 
Gruppe erweitert.*) 

Unsere Formeln ergeben nun ohne Weiteres die folgenden Sätze: 

Das Continuum aller reellen Speere im elliptischen {oder sphärischen) Räume 
lässt sich, überall eindeutig und stetig, abbilden auf das Continuum aller reellen 
Paare von Punkten, die man zwei Kugeln (des reellen Euklidischen Raumes) vom 
Radius Eins entnehmen kann.)f 

Bei sachgemässer Wahl dieser Abbildung gehören je zwei Punktepaare, die auf 
beiden Kugeln einander diametral gegenüberliegen, zur selben Geraden ; und je vier 
Punktepaare, die auf denselben beiden Durchmessern der Bildkugeln liegen, zum 
selben Linienkreuz. 

Mit anderen Worten : Das Continuum der Linienkreuze ist abgebildet auf 
das Continuum der Geradenpaare aus zwei Bündeln, oder der Punktepaare aus 
zwei ebenen projectiven Punktcontinuis. Durch passend gewählte vierfache 
Ueberdeckung dieses Continuums entsteht ein weiteres Continuum, auf das das 
Speercontinuum abgebildet werden kann. Die Punkte paare aus dem zweiten 
Continuum sind durch den Umstand, dass dieses das erste überlagert, zu Paaren 
angeordnet; und wenn man je zwei solche auf beide Kugeln vertheilte Paare 
nicht unterscheidet, so entsteht ein drittes Continuum vom Zusammenhang des 
Plücker'schen Liniencontinuums. Alle drei Continua sind abgeschlossen. 

Natürlich liegt die Bedeutung des abgeleiteten Satzes nur zum kleinsten 
Theile im Gebiete der Analysis situs. Es kommt vielmehr vor Allem darauf an, 
dass der vorgeführten besonderen Form der Abbildung der Charakter der 
Invarianz gegenüber Bewegungen des elliptischen Raumes sowohl wie Beweg- 
ungen der beiden Kugeln innewohnt. Dies wollen wir nunmehr darlegen. Wir 

*) Der Speer verhält sich zur Geraden etwa so wie in der zweidimensionalen sphärischen Geometrie der Punkt 
der Kugel zu deren Durchmesser, oder zum Punkte der elliptischen Ebene. Bewegungen entsprechen in dieser 
Analogie Bewegungen, der ümkehrung aber entspricht die Diametralspiegelung. Der erweiterten Bewegungs- 
gruppe ist analog die Gruppe der Bewegungen und Umlegungen. 

■(•) Aus dem Folgenden ergiebt sich, dass man statt dieser Kugeln auch Kugeln oder besser noch doppelt 
überdeckte Ebenen des elliptischen Raumes selbst benutzen kann. 
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bezeichnen zu diesem Zwecke die beiden Kugeln, deren reelle Punkte die homo- 
genen rechtwinkligen Coordinaten X : X x : X 3 : X 5 und X : X z : X 4 : X d haben, 
als linke und rechte Bildkugel. Wir brauchen ferner die Bezeichnungen und 
Rechnungsregeln der Quaternionentheorie. Wir verstehen zum Beispiel unter 
■ x, X l} X r) A=. a, B = b die Quaternionen 

X = Xo^t) T *"l e l T x 2p2 l ^363, 
Xl ~ -5Vo + %\ e \ + -^3 e 3 + -2fi e 3j 

X, = X e + X z e 2 + X 4 e 2 + X 6 e 3 , 
A = a e + a x e x + a 2 e g -f a^ 3 = a, 
B = b o e + & iei + b z e 2 + 5 3 e 3 = j, 

u.s. w., während a;, X lf X r selbst die den drei ersten zugeordneten Punkte des 
elliptischen Raumes und der beiden Bildkugeln bezeichnen. Die Conjugirte 
a Q e — cL\e\ — a z e z — a 3 e 3 der Quaternion A bezeichnen wir mit A. Jede Beweg- 
ung im elliptischen Räume kann dann bekanntlich auf eine einzige Weise in 
eine linkseitige Schiebung 

x' = ä.x \N(a)=:a.ä, ^=0} (10,?) 

und eine rechtseitige Schiebung 



x' 



,1 — 



x.b {N{b) = b.b,=fr0\ (l0,r) 



zerlegt, und folglich in der Form 

x'=a.x.b \N(a),N(b)JzO} (11) 

dargestellt werden. Die Zusammensetzung der Parameter mehrerer hinter 
einander auszuführender Schiebungen und überhaupt mehrerer Bewegungen 
erfolgt nach der Multiplicationsregel der Quaternionen 

a.a' = ä", b.V — b' 1 .* (12) 

Das heisst, führt man z. B. nach der Schiebung mit den Parametern a t die 

*) Die obigen Formeln unterscheiden sieh von den bekannten Cayley's (Crelle's Journal, Bd. 50, oder Werke 
Bd. II, 8. 214) nur ganz nebensächlich in der Bezeichnung. Die geringe Abweichung, die wir angebracht haben, 
indem wir in (11) links nicht die Quaternion d, sondern deren Conjugirte setzen, bewirkt aber eine nicht unbe- 
deutende Vereinfachung, wo es sich darum handelt, Folgerungen aus diesen Formeln durch Worte wiederzu- 
geben ; sonst müsste schon der Inhalt der Gleichungen (12) auf eine etwas umständlichere Weise beschrieben 
werden. Es ist überhaupt zu beachten, dass und wie die genaue Form der später abzuleitenden Sätze von der 
Auswahl abhängt, die an mehreren Stellen willkürlich, aber mit nothwendiger Willkür, unter logisch-gleich- 
werthigen Bestimmungen getroffen wird. 
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Schiebung mit den Parametern aU aus, so ergiebt sich die Schiebung mit den 
Parametern al\. 

Ferner ist evident die Folgerung : Die linkseitigen und rechtseitigen Schieb- 
ungen, und damit weiterhin alle durch die Bezeichnungen links und rechts zu unter- 
scheidenden Begriffe werden durch die Umlegungen mit einander vertauscht. (Unter 
einer Umlegung verstehen wir hier wie sonst eine Transformation mit spiegel- 
bildlicher Gleichheit entsprechender Figuren). 

Nimmt man nun an, dass N(ä) = N(b) — was unbeschadet der Allgemein- 
heit auf zwei Arten bewirkt werden kann — und unterwirft man dann den Speer 
X der Bewegung (11), so erhält man die einfachen Formeln 



X\-A.XA, Xi = B.X r .B. 



(13) 



die folgenden Satz enthalten : 

Den linkseitigen und rechtseitigen /Schiebungen im elliptischen Baume ent- 
sprechen eindeutig-umkehrbar die Drehungen der linken und rechten Bildkugel. 

Die (Cayley' sehen) Parameter der Schiebungen sind identisch mit den 
{Euler 'sehen) Parametern der beiden orthogonalen Substitutionen, die die zugehörigen 
Drehungen der Bildkugeln bewirken. 

Hiernach sind also die in Betracht kommenden Gruppen — die Gruppe 
der Bewegungen im elliptischen Räume, und die Gruppe der simultan auszu- 
führenden Drehungen beider Kugeln, (holoedrisch-)isomorph auf einander bezogen. 

Jeder Punkt im elliptischen Räume, und ebenso jede Ebene, ist nun Ort 
von oo 2 Speeren. Die nächste Frage, die sich darbietet, wird also diese sein : 
Welches sind die sphärischen Bilder der oo 3 Punkte und der oo 3 Ebenen? Die 
Antwort hierauf muss abhängen von der Orientirung der beiden Cartesischen 
Coordinatensysteme X :X 1 :X S : X 5 und X :X 2 :X i : X 6 . Wir nehmen an, dass 
diese gleichartig orientiert (congruent, z. B. identisch) sind. Dann gilt der Satz : 



Den oo s Speeren eines Bündels ent- 
sprechen solche oo 2 Punktepaare beider 
Kugeln, deren einzelne Punkte durch 
eine Bewegung einander zugeordnet 
sind. 

Der Scheitel des Bündels hat zu 
homogenen Goordinaten die Euler 1 sehen 
Parameter dieser Bewegung. 



Den oo 2 Speeren eines Feldes ent- 
sprechen solche oo 2 Punktepaare beider 
Kugeln, deren einzelne Punkte durch 
eine Umlegung einander zugeordnet 
sind. 

Die Ebene des Feldes hat zu homo- 
genen Goordinaten die Euler'schen 
Parameter dieser Umlegung. 
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Zunächst erkennt man nämlich ohne Weiteres, dass der folgende speciellere 
Satz gilt: 

Damit zwei Speere X, Y einander schneiden, ist nothwendig und hinreichend, dass 
ihre sphärischen Bilder X u Y L und X r , Y r auf beiden Kugeln zu einander congruent 
oder, was dasselbe ist, symmetrisch (symmetrisch-gleich) sind. 

Es müssen also, wenn man die linke Kugel z. B. congruent — durch eine 
Bewegung — auf die rechte abbildet, dadurch aus den oo 4 Speeren solche oo 3 
herausgehoben werden, die einander paarweise schneiden. Man braucht daher 
nur noch festzustellen, ob diese, oder vielmehr ihre geradlinigen Träger, ein 
Bündel (a;) oder ein Feld (u) erfüllen. 

Dass nun ein Punkt x und eine Gerade oder ein Speer X vereinigt liegen, 
wird ausgedrückt durch ein ohne weiteres aufzustellendes System von vier 
linearen Gleichungen (deren zwei von einander unabhängig sind). Diese Gleich- 
ungen lassen sich mit Hülfe der Quaternionen der Form nach in eine einzige 
zusammenziehen : 

Der Punkt x und die Gerade oder der Speer X liegen vereinigt, wenn die 

entsprechenden Quaternionen x und X in der Beziehung stehen : 

X L .x= x.X r ; (14a) 

ebenso findet die vereinigte Lage einer Ebene u und eines Speeres oder einer Geraden 
X ihren Ausdruck in der Quaternionengleichung : 

X l .u=u.X r . (14b) 

Löst man aber diese Gleichungen nach der Quaternion X r auf, so ergiebt 
sich 

N(x).Xr = x.X,.x, (15a) 

N(u).X r = ü.jt l .u. (15b) 

Nun bedeuten die Gleichungen (15a) eine eigentliche, die Gleichungen (15b) 
eine uneigentliche orthogonale Substitution. Die Punkte X l} d. h. X : X x : X s : X 5 
der linken Bildkugel werden also den Punkten X r , d. h. X : X z : X 4 : X 6 der 
rechten Bildkugel im Falle (a) durch eine Bewegung, im Falle (b) durch eine 
TJmlegung zugeordnet. Anders ausgedrückt, im Falle (a) sind entsprechende 
Figuren auf beiden Kugeln zu einander congruent, im Falle (b) symmetrisch- 
gleich. 

Die abgeleiteten Sätze sind von Bedeutung für die algebraische und Differ- 
entialgeometrie im elliptischen Räume, namentlich aber enthalten sie in nuce 
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dessen ganze Kinematik, deren sämmtliche grundlegende Thatsachen daraus 
theils ohne Weiteres abgelesen, theils mit geringer Mühe entwickelt werden 
können. Wir werden hier aber in der Hauptsache nur solche Erläuterungen 
hinzufügen, die wir demnächst zu verwenden gedenken. 

Zunächst bemerken wir, dass es in der (nicht erweiterten) Gruppe der 
Bewegungen im elliptischen Räume*) dreierlei involutorische Transformationen 
giebt: Je oo 2 linksei tige und rechtseitige involutorische Schiebungen, entsprechend 
den involutorischen Bewegungen (Umwendungen) der linken und rechten Bild- 
kugel, sodann oo 4 Umwendungen, projective Spiegelungen an Linienkreuzen, 
die durch Zusammensetzung von je zwei verschiedenartigen involutorischen 
Schiebungen entstehen. Leicht übersieht man, wie sich aus diesen Transfor- 
mationen, oder, wenn man noch weiter gehen will, auch aus Spiegelungen an 
polar zugeordneten Punkten und Ebenen alle möglichen Bewegungen zusam- 
mensetzen lassen. 

Ferner heben wir hervor: 

Wenn eine Gerade durch den Orientirungsprocess in einen Speer verwandelt 
ist, so erfordert die Orientirung ihrer absoluten Polare eine neue Irrationalität 
nicht mehr. 

Es ist das eine gewiss sehr selbstverständliche, gleichwohl aber wichtige 
Bemerkung. Denn hierauf beruht es, dass man im elliptischen Baume unserer 
bis jetzt nur formalen Unterscheidung von links und rechts eine ähnliche 
Bedeutung beilegen kann, wie der üblichen Unterscheidung von links und rechts 
im Euklidischen Räume (wo es nur eine Art von Schiebungen giebt). Führt 
man nämlich auf den Speer 

X : X x : X % : X 5 : X 2 : -3T 4 : X 6 

irgend eine der oo 1 involutorischen linkseitigen Schiebungen aus, die die Gerade 

des Speeres in deren absolute Polare übergehen lassen, so erhält man immer 

denselben Speer 

X : — X x : — X s : — X 5 : X z : -3T 4 : X 6 , (1) 

während bei entsprechender Verwendung rechtseitiger Schiebungen stets der 

umgekehrte Speer 

X : Xj: X 3 : X 5 : — X 2 : — X 4 :— X 6 (i) 

entsteht. Wir können aus diesem Grunde sagen : 

Nach Einführung des Speeres als Raumelement hat man, statt einer „ absoluten 

*) Ganz abweichend verhält sich in dieser Hinsicht der sphärische Raum. 

17 
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Gorrelation,' ( in der Speermannigfaltigkeit deren zwei vor sich, und diese können als 
„linkseitige " und „rechtseitige 11 absolute Gorrelation unzweideutig unterschieden 
werden. Bas sphärische Bild z. B. der rechtzeitigen absoluten Gorrelation, ist die 
identische Transformation auf der linken Bildkugel verbunden mit der Diametral- 
spiegelung auf der rechten Bildkugel. 

Natürlich überträgt sich diese Unterscheidung auf alle Correlationen, die 
durch Zusammensetzung einer Bewegung mit der einen oder anderen absoluten 
Correlation entstehen. Man erhält zunächst eine vier Schaaren von Transfor- 
mationen umfassende Gruppe, bestehend aus den Bewegungen, den Bewegungen 
verbunden mit der Umkehrung, und den zwei Schaaren von Correlationen.*) 
Invariant enthalten sind darin nicht nur die Bewegungen, sondern natürlich 
auch deren Zusammenfassung mit irgend einer der drei anderen Schaaren. 

Die Umkehrung und die beiden absoluten Gorrelationen sind mit einander 
vertauschbar. ,f) Je zwei von diesen Transformationen der Speere ergeben zusammen- 
gesetzt die dritte. 

Nunmehr ist es möglich, unter den beiden Orientirungen der Geraden, die 
zur Geraden eines Speeres X absolut-polar ist, ein-für-allemal eine Auswahl zu 
treffen. Wir entscheiden uns dafür, dass absolute Polare des Speeres X schlechthin 
der Speer heissen soll, der aus X durch die rechtseitige absolute Gorrelation hervor- 
geht, dessen Coordinaten also durch obige Formel (r) — nicht (l) — gegeben sind. 
Damit ist dann zugleich festgesetzt, dass nicht nur der Punktreihe auf dem Speer 
ein bestimmter Umlaufssinn zukommt, sondern auch dem Ebenenbüschel durch 
den Speer; nämlich der Umlaufssinn der Pole oder auch der Spuren dieser 
Ebenen auf dem absolut-polaren Speer. 

Wird eine Gerade orientirt, in einen Speer verwandelt, so erhält nicht nur die 
goniometriscJie Tangente der Entfernung je zweier Punkte auf ihr einen eindeutig 
bestimmten Werth, sondern auch die goniometrische Tangente des Winkels je zweier 
Ebenen, die diese Gerade enthalten. 

(Sofern nämlich, wie sich von selbst versteht, diese Punkte oder Ebenen in 

•) Natürlich wird auch die Schaar der Umlegungen erweitert, so dass im Ganzen acht Schaaren von Speerr 
transf ormationen zu betrachten sind. Wir können aber nicht auf alle Einzelheiten eingehen, die ja der Lese- 
sich sehr leicht selbst wird deutlich machen können. Man lege sich z. B. die Fragen vor, wie die Umlegungen 
mit Hilfe der Quaternionen dargestellt und mit den Bewegungen und unter einander zusammengesetzt werden 
können, welches ihre sphärischen Bilder sind, wie alle involutorischen Umlegungen sammt deren sphärischen 
Bildern gefunden werden, u. s. w. 

f) Sie sind natürlich auch mit allen Bewegungen vertauschbar. Mit den Umlegungen dagegen ist nur die 
Umkehrung vertauschbar. 
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eine bestimmte Reihenfolge gesetzt sind). Ein entsprechender Satz gilt natürlich 
für Speere, die den vorgelegten Speer im selben Punkte senkrecht schneiden. 
Treffen solche Speere Y, Z die absolute Polare des Speeres X oder TL in den 
Punkten »7, £, so ist die goniometrische Tangente des Winkels zwischen T, Z, 
d. h. des Abstandes {vi, £) nach Nr. (7, 8) gegeben durch die Formeln*) 

^'^-faO* *23 ~*"*-(i70'"" *oi — *-*- 

_ 2X »70 ^ — ^0 _ _ _ 2X yit Za — vi sZa _ . _ . 

Von unseren beiden Bildkugeln hatten wir bisher nur angenommen, dass 
die zugehörigen Cartesischen Coordinatensysteme gleich-orientirt seien. Darin 
liegt, dass eine sogenannte Orientirung der einen Kugel, d. h. die Festsetzung 
eines positiven Umlaufssinnes um deren Punkte herum, eine entsprechende 
Orientirung der anderen Kugel nach sich zieht. Danach haben wir noch zwei 
Möglichkeiten vor uns, und unter diesen müssen wir wiederum eine Auswahl 
treffen. 

Es mögen die Punkte Y lf Z x und Y r , Z r von den Punkten X u X r den 
sphärischen Abstand = h it mod. 71 haben. Dann kann man offenbar die Grössen 
tg(Yi, Z t ) und tg (Y r , Z r ) eindeutig erklären durch die Formeln 

fn ( v 7 \— ja ( Zggs — Fs-Zj) _ 

tg ( r„ A) - ( TiZi + Ys Z s + F 6 Z 5 ) X, ~ etc - 

^ l *r, AJ - ( jr^ + YiZi + y 6 z,) X % ~ etc,> 

aber ebensowohl auch durch die entgegengesetzt-gleichen Ausdrücke ; und es 
ist deutlich, dass die Entscheidung für die angeschriebenen Formeln eben darauf 
hinausläuft, um alle Punkte beider Kugeln herum einen positiven Drehungssinn 
festzusetzen. Um eine bestimmte Vorstellung zu erhalten, wollen wir annehmen, 
dass z. B. die linke Bildkugel die Erdkugel sei, und dass der Punkt (1, 1, 0, 0) 
deren Nordpol vorstelle. Lassen wir dann den Punkt (1, 0, 1, 0) in den Punkt 
(1, 0, 0, 1) vermöge einer Drehung durch 45° von Westen nach Osten übergehen, 
so ist damit der Aequator orientirt, und mit ihm die ganze Kugel. Irgend ein 
Punkt Xj liegt zu dem entsprechenden orientirten Hauptkreis so, wie der Nord- 
pol zu dem von Westen nach Osten umlaufenen Aequator, also links von der 

*) Wir benutzen das Zeichen ( T, Z) für diesen Winkel nur vorläufig. Später werden wir ein anderes Zeichen 
einführen. 
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positiven Richtung des Hauptkreises. Sind 7 t und Y t + d Y { consecutive Punkte 
auf dem Hauptkreis, so folgen diese im positiven Sinne auf einander, wenn 
(Y l ,Y l + dY l )>0isL 

Nun ist leicht zu sehen, dass zwischen den dreierlei Grössen, deren Aus- 
drücke wir soeben gebildet haben, eine einfache Beziehung immer dann besteht 
wenn die Punkte X l} X r sowie 7 t) Y r und Z l} Z r die Bilder der Speere Xund 
Y, ^sind. Die drei Ausdrücke müssen einander gleich sein, höchstens abge- 
sehen von ihren Vorzeichen. Wir behaupten, dass ihre Gleichheit sich auch auf 
die Vorzeichen erstreckt, tg (Y,Z) = tg(Y l , Z^) = tg (Z r , Y r ). 

Um dies einzusehen, braucht man nur zu zeigen, dass die vollkommene 
Gleichheit der drei Ausdrücke bei irgend einer durch Bewegungen zu erreichenden 
speciellen Lage der Speere X, Y, Z vorhanden ist : Dann muss sie offenbar 
immer stattfinden. Wir wollen etwa annehmen, dass der Punkt in dem der 
Speer X von den beiden Speeren Y, Z senkrecht getroffen wird, der Punkt 
(1:0:0:0) sei. Dann wird 

X x = X 3 = 3£ i , X s — X 4 = 3£oäj X 5 = X 6 =9£o3, 
und 9£j 3 = 3£ 31 = 3£ 12 = 0, u. s. w., ferner vj = £ = , und z . B. 

Yi = 7 Z = p»7i, Y 3 = Yi = pj7 8 , Y 5 = F 6 = p>7 ; 
alle drei Ausdrücke reluciren sich jetzt auf denselben Werth, nämlich 

^o (*l£a ~ mZz) _ Qtc 

(»7i£i + »72^3 + mZs) 3£m 

Der hiermit bewiesene Satz lässt sich am bequemsten in kinematischer Form 
ausdrücken : 

Lässt man um einen Speer X einen zweiten Y, der den ersten senkrecht trifft, 
im positiven Sinne sich mit constanter Winkelgeschwindigkeit drehen, so drehen sich 
beide sphärischen Bilder von Y um die sphärischen Bilder von X ebenfalls im 
positiven Sinne, und zwar mit eben derselben Winkelgeschwindigkeit. 

Die abgeleiteten Formeln aber lassen sich offenbar zweckmässiger schreiben. 
Wir setzen zur Abkürzung 

(X7Z) l =\X 1 7 3 Z 6 \, 

(XYZ) r = \XJTM, 
(7Z) l =7 1 Z 1 +7 3 Z 3 +7 5 Z 5 , 
(7Z) r =7 z Z z +7 i Z i +7 6 Z a . 
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Dann ergeben sich einfache auch in der äusseren Form invariante Ausdrücke 
für tg (F, Z), aber — nach leichter Erweiterung der aufgestellten Formeln — 
auch noch für cos ( F, Z) und sin ( Y, Z): 

(YZ\ _ {YZ\ 

(16) 

. {XYZ\_{XYZ\ 

sm ( r > z )-X Y Z -X Y Z ' 

Diese Gleichungen gelten also für je drei Speere X, Y, Z, von denen der erste 

die beiden letzten senkrecht im selben Punkte schneidet. Sie bestimmen bis auf 

Vielfache von 2n genau den Winkel, durch den man den Speer Y im positiven Sinne 

um den Speer X drehen muss, um ihn mit dem Speere Z zur Deckung zu bringen. 

Man beachte, dass bei einer Drehung durch den Winkel n der Speer Fnoch 
nicht wieder seine frühere Lage einnimmt, sondern umgekehrt wird. 

Wir haben nun fast alle Vorbereitungen getroffen, die zu einer sorgfältigen 
Formulirung des grundlegenden Satzes nöthig sind, dessen Darlegung das 
Hauptziel unserer Untersuchung bildet. 

Es seien zwei im Uebrigen ganz beliebige Speere zunächst so gegeben, dass 
die zugehörigen Durchmesser beider Bildkugeln von einander verschieden sind, 
und also zwei Hauptkreise (grösste Kreise) auf diesen Kugeln völlig bestimmen. 
Unter den zweimal zwei Polen dieser Hauptkreise wählen wir irgend eines der 
vier möglichen Paare X l} X r nach Belieben aus, und erhalten so einen Speer X, 
der Fund Z senkrecht schneidet. Die Schnittpunkte von Fund Z mit X mögen 
y, z und die Schnittpunkte von F und Z mit der Polare von X mögen »7, £ 
heissen. Wir können dann etwa y mit £ durch eine Gerade verbinden, und 
dieser eine beliebige Orientirung beilegen, wodurch ein Speer S entsteht, der 
ebenfalls X und die Polare von X senkrecht trifft. 

Wir nennen nun „ Winkel der Speere Y, Z' ( — in Zeichen ang (F, Z) — den 
{natürlich nicht völlig bestimmten) Winkel, durch den man Y um X drehen muss, 
um den Speer S zu erreichen. Wir nennen ferner ,, Abstand der Speere" Y, Z — 
in Zeichen dist ( F, Z) — den Winkel, durch den man S um die Polare von X drehen 
muss, um den Speer Z zu erreichen. 

Zur richtigen Auffassung dieser Definitionen ist Mehreres wohl zu beachten. 
Erstens, dass die Unterscheidung der Begriffe Winkel und Abstand erst dadurch 
ermöglicht wird, dass man unter den gemeinsamen Normalen der Speere Y, Z eine 
einzelne (X) willkürlich ausgewählt hat.*) 



*)In diesem Punkte unterscheidet sich die elliptische Geometrie wesentlich Ton der Euklidischen und 
der (reellen) hyperbolischen Geometrie. 
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Zweitens, dass nach Auswahl dieser Normale noch eine doppelte (nicht vier- 
fache) Willkür vorliegt. Durch die Orientirung der gewählten Normale nämlich 
wird auf Grund unserer Definition (S. 126) die absolute Polare von X ebenfalls 
orientirt, und damit wird die Unbestimmtheit des Vorzeichens beseitigt, die 
sonst den Winkel und Abstand genannten Grössen anhaften würde. Sodann 
aber untersteht noch die Orientirung des Speeres S dem Belieben. Eine 
Aenderung hierin hat offenbar die Wirkung, dass Abstand und Winkel um je ein 
ungerades Vielfaches von it geändert werden. Nach Auswahl und Orientirung 
einer gemeinsamen Normale der Speere Y und Z sind also Winkel und Abstand 
einzeln bis auf Vielfache von n bestimmt, beide Grössen zusammen aber so, dass un- 
gerade Vielfache von n zu beiden nur gleichzeitig hinzugefügt werden können. 

Der sphärische Abstand der linken sphärischen Bilder der 
Speere Y, Z ist gleich der Summe, und der sphärische Abstand 
der rechten sphärischen Bilder gleich der Differenz von Winkel 
und Abstand der Speere Y, Z. 

In Zeichen: 

(Y h Z,) = ang (Y,Z) + dist (7, Z), 

(r r ,£ r ) = ang(r,Z)-dist(F,£). 

Zum Beweise drehe man Y um X, bis S erreicht wird. Dann drehen sich 
Y z und Y r um X z und X r bis in die Lagen $ und S r ; und zwar wird, wenn der 
Speer Y, bevor er zur Ruhe kommt, den Speer S irgend eine Anzahl von Malen 
im positiven oder negativen Sinne überschreitet, genau dasselbe von den sphäri- 
schen Bildern gelten : Man hat, bei entsprechenden continuirlichen Lagenänder- 
ungen nicht nur Congruenzen mod. 2n, sondern auch die entsprechenden 

Gleichungen ; 

(Y,S) = (Y l) S l ) = (Y r ,S r ). 

Dreht man dann S weiter, nunmehr aber um die absolute Polare des Speeres X, 
so ergeben sich analoge Gleichungen: 

(S, Z) = &, Z<) = - (S r , Z r ). 

Andererseits ist natürlich 

{Y u &) + &%) = (Tu 2d, 

(Y r ,S r )+(S r ,Z r ) = (Y r ,Z r ), 

Hieraus folgen unmittelbar die Gleichungen (17), an deren Stelle übrigens 
meistens Congruenzen nach dem Model 2n zu benutzen genügen wird. 
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Handelt es sich darum, bei gegebenen Speeren Y, Z die Ausdrücke der 
goniometrischen Functionen von ang ( Y, Z) und dist ( Y, Z) zu berechnen, so 
hat man zuächst den Speer X dadurch genau zu bestimmen, dass man in den 
Gleichungen 

YZj. */Y\Z\-(YZ)\, 

Y 3 Z 6 — ZsY 6 \ t 

Y.Z.-ZtJ^ 

Y 1 Z i -Z 1 Y 3 \, (18) 

YiZ 6 — Z^Y^\^ 

Y 6 Z 2 — Z 6 Yz\ f 

Y 2 Z t — Z t Yi \ 



X =VYIZI- 


{YZ)\. 


X,= ^YIZI~ 


(YZf r . 


X S =<SYIZI- 


{YZf T . 


X,= JYIZ%- 


(YZ)\. 


X 2 =s/Y*Zt- 


(YZ)I. 


X, = VYIZI- 


(Yzy,. 


X i = VYlZl- 


{YZ)\. 



jeder der beiden Wurzelgrössen einen bestimmten Werth beilegt, 
dies geschehen ist, gelten die Formeln 



Nachdem 



und 



x* = xi + xi + xi=xi + x\ + xi 



coa(Y,Z) r =tp^ 



■in (V 7\ — (^YZ) i 



MM 0-^0 



0^0 



«in ( V 7\ — (XYZ), 



(19) 



0-^0 



Tritt einer der ausgeschlossenen Grenzfälle ein, so werden die Formeln (18) 
illusorisch ; man übersieht jedoch sofort, welche Gleichungen dann an ihre Stelle 
zu setzen sind. Die Gleichungen (17) und (19) bleiben in Geltung. Die ge- 
nannten Fälle aber haben ein besonderes Interesse ; sie verdienen eine besondere 
Berücksichtigung namentlich in terminologischer Hinsicht. 

Wir sagen, zwei Speere oder Gerade oder Linienkreuze, deren linke (rechte) 
sphärische Bilder demselben Durchmesser der entsprechenden Bildkugel ange- 
hören, seien linkseitig (rechtseitig), kürzer links-(rechts-) parataktisch*) Dann 
gilt der Satz : 

Zwei Gerade, die nicht parataktisch sind, haben zwei und nur zwei gemeinsame 
Normalen, deren jede die absolute Polare der anderen ist. 

Zwei links- (rechts-) parataktische aber weder identische noch absolut-polare 
Gerade haben t» 1 gemeinsame Normalen, von denen je zwei rechts- (links-) parataktisch 
sind. 



*) Parataktische gerade Linien heissen - 
„Clifford'sche Parallele." 



■ auf Grund einer abweichenden Definition — nach anderen Autoren 
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Ausserdem gehören diese Normalen natürlich zu zweien als absolute Polaren 
zusammen. 

Wir sagen sodann, zwei Speere, deren linke (rechte) sphärische Bilder 
identisch sind, seien links- (rechts-) syntaktisch ; wenn aber die Bilder einander 
diametral gegenüber liegen, so sagen wir, sie seien links- (rechts-) antitaktisch. 
Hiernach ist jeder Speer zum umgekehrten Speer, und nur zu diesem, sowohl 
links- als rechts-antitaktisch. Die Definition der absolut-polaren Speere kann 
jetzt so gefasst werden : Jeder Speer ist zu seiner absoluten Polare links-syntaktisch 
und rechts-antitaktisch. Es giebt einen einzigen Speer, der zu einem vorgelegten 
Speer links-syntaktisch und zu einem zweiten rechts-syntaktisch ist, u. s. f. Man 
erkennt ferner ohne Weiteres : 

Bei links-syntaktischen Speeren Y } Z ist 

ang (7, Z) +dist (7, Z) =0 mod. tot, 
hei links-antitaktischen Speeren 

ang ( 7, Z) + dist ( Y, Z) = n mod. tot , 
bei rechts-syntaktischen Speeren 

ang (Y,Z) — dist ( Y, Z) = mod. tot, 
bei rechts-antitaktischen Speeren 

ang (Y,Z) — dist ( Y, Z) = n mod. tot. 

Umgekehrt kennzeichnet jede dieser Beziehungen die entsprechende Lage der 
beiden Speere vollständig. 

Die Gesammtheit aller Speere, die dasselbe linke (rechte) sphärische Bild 
haben, bildet eine beraerkenswerthe zweidimensionale Mannigfaltigkeit oder 
Congruenz, wie wir kurz sagen können, eine links- (rechts-) syntaktische Gon- 
gruenz. Die Geraden, auf denen diese Speere liegen, bilden entsprechend eine 
links- (rechts-) parataktische Congruenz. Offenbar gehören zu jeder parataktischen 
Liniencongruenz zwei wohl zu unterscheidende syntaktische Speercongruenzen, 
und alle drei Congruenzen sind vollkommen eindeutig auf einander abgebildet, 
und haben den Zusammenhang einer reellen Kugelfläche. Die parataktische 
Congruenz besteht, wie bekannt und auch mit Hülfe unserer Bildkugeln unmit- 
telbar zu zeigen, aus allen reellen Geraden einer Congruenz erster Ordnung erster 
Classe. Ins complexe Gebiet erweitert, enthält sie ganz die eine Schaar von 
Erzeugenden der absoluten Fläche; diese Erzeugenden können demnach eben- 
falls durch die Epitheta links und rechts unterschieden werden. Das Folgende 
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zeigt, dass es zweckmässig ist, ,, Unkseitig " die Erzeugenden zu nennen, die von 
den linkseitigen Schiebungen unter einander vertauscht werden und bei den 
rechtseitigen Schiebungen einzeln in Reihe bleiben. Dann gilt offenbar der Satz : 

Eine links- parataktische Gongruenz enthält alle RECBlseitigen Erzeugenden der 
absoluten Fläche. 

Diese werden dargestellt durch die Gleichungen 

X 1 = X 3 = X s =0, XI + Xi + £l = 0. (20, r) 

Ebenso enthält eine rechts-parataktische Congruenz alle 7m&seitigen Er- 
zeugenden 

X* + X$+Xl = 0, X 3 = Jr 4 = X 6 =0. (20, l) 

Die imaginären Leitlinien einer linkseitigen {rechtseitigen) parataktischen Gon- 
gruenz sind also linkseitige (rechtseitige) Erzeugende der absoluten Fläche. Ihre 
Coordinaten lassen sich ebenfalls ohne Weiteres bestimmen, sollen uns aber hier 
nicht beschäftigen. 

Schliesslich wird der Vollständigkeit halber noch zu bemerken sein : 

Zwei Speere {oder die entsprechenden Geraden) schneiden einander, wenn ent- 
weder ang ( F, Z) oder dist ( F, Z) = mod. n ist. 

Sie sind zu einander orthogonal, das heisst, jeder schneidet die absolute Polare des 

anderen, wenn entweder ang (F, Z) oder dist (F, Z) = ^ mod. n ist. 

In beiden Fällen schneiden sich zu zweien die Geraden der zugehörigen 
Linienkreuze. 

Auf den letzten Entwickelungen beruhen die Begriffe, die man, wie 
bemerkt, zwar nicht genügend erklärt, aber durch die Worte „linksgewunden" 
und „ rechtsgewunden " wenigstens angedeutet hat. Denken wir uns zunächst 
einen Speer X und eine Gerade F, die weder den Speer X selbst noch auch 
dessen absolute Polare treffen soll. Dann geht durch jeden Punkt y von Feine 
Secante an x und an die absolute Polare von X. Bewegt sich y auf F, so 
werden sich die Spuren dieser Secante in irgend einem Sinne auf X und auf 
der Polare von X bewegen. Erfolgen beide Bewegungen in gleichem, z. B. in 
positivem Sinne, so werden wir sagen, F sei in Bezug auf X rechtsgewunden, 
andernfalls linksgewunden. Aber diese Eigenschaften ändern sich uicht, wenn 
man den Speer X und folglich auch seine Polare umkehrt. Daher handelt 
es sich um eine Lagenbeziehung zwischen den beiden Geraden X, F. Stellt 
man das zugehörige analytische Kriterium auf, so sieht man, dass überdies auch 
18 
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diese beiden Geraden ihre Rolle wechseln können, ohne dass die Eigenschaft, 
links- oder rechts-gewunden zu sein, verloren ginge. Es gilt nämlich der Satz: 
Zwei reelle Gerade Y, Z, die einander nicht schneidenden LinienJcreuzen ange- 
hören, sind (jede in Bezug auf die andere) rechtsgewunden, wenn 

{YZ)\ > (YZf r , (21r) 

sie sind linksgewunden, wenn 

(YZ)*<(YZy r . (21?) 

Die geometrische Bedeutung dieser Ungleichungen liegt auf der Hand. 

Der Grenzfall {YZ)\ = (YZf r vermittelt natürlich den Uebergang zwischen 
beiden Arten der Windung. Insbesondere folgt : 

Je zwei links-parataktische Gerade, die nicht demselben Linienkreuz angehören, 
sind rechtsgewunden, und je zwei rechts-parataktische Gerade entsprechend links- 
gewunden.*) 



Das Vorgetragene wollen wir nun auf die Kinematik anwenden, und zwar 
zunächst auf infinitesimale Bewegungen im elliptischen Räume. Eine solche 
Bewegung wird, wenn sie keine Schiebung ist, infinitesimale Bewegungen beider 
Bildkugeln zugleich bewirken. Jede dieser beiden Bewegungen kann aber auf- 
gefasst werden als Drehung um einen eindeutig bestimmten Pol (X lf X r ), die im 
positiven Drehungssinne erfolgt. Sind 20'j und 2@' r die — nach Voraussetzung 
positiven — Winkelgeschwindigkeiten der beiden Drehungen, die wir uns „quanti- 
tativ-bestimmt" — innerhalb eines sogenannten Zeitelementes dt ausgeführt — 
denken wollen, so ergeben sich (aus der Formel Nr. 17) im elliptischen Räume 
zwei entsprechende Grössen 2S>' und Irf, die wir als Drehungsgeschwindigkeit und 
Gleitungsgeschwindigkeit der infinitesimalen Bewegung bezeichen wollen, aus den 
Gleichungen 

e; = y + V, e; = y — v (22) 

Und zwar ist 2>/ die auch dem Vorzeichen nach bestimmte Geschwindigkeit, 
mit der irgend ein Punkt auf dem Bilde X des Polpaares X h X r fortschreitet, 
und 2&' ebenso die Geschwindigkeit, mit der irgend ein Punkt auf der absoluten 
Polare von X fortschreitet. Die infinitesimale Bewegung selbst erscheint als 

*) Durch das Gesagte ist mittelbar ein „Windungssinn" erklärt für jede reelle nicht ebene oder conische 
geradlinige Fläche, insbesondere für die Tangentenfläche einer Raumcurve (und damit auch für diese selbst), 
soweit es sich um Stellen allgemeiner Lage handelt, nämlich um solche, an denen zwei „consecutive" Erzeu- 
gende einander nicht schneiden. (Vergleiche die Anmerkung auf Seite 140). 
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eine — ebenfalls quantitativ — bestimmte ,, Schraubung" um den Speer X. Ihre 
sogennante Wiederholung erzeugt eine gleichförmige Schraubenbewegung mit 
constanter Drehungs- und Gleitungsgeschwindigkeit. 

Jede (quantitativ bestimmte reelle) infinitesimale Bewegung, die keine Schiebung 
ist, und jede solche gleichförmige Bewegung, kann als Schraub ung um einen eindeu- 
tig bestimmten Speer aufgefasst werden. Es kommt ihr eine auch dem Vorzeichen 
nach bestimmte Drehungs- und Gleit ungsgeschwindigkeit zu *) 

Diese beiden Grössen 2$' und 2^' genügen der Ungleichung 

y>kl. (23) 

Die gleichförmige Bewegung ist periodisch, wenn ^' : rf eine rationale Zahl 
ist. Sie reducirt sich auf eine Drehung, wenn vf = ist. Beide Bildkugeln 
rotiren dann mit der Geschwindigkeit 23-'. Der Begriff der Schraubung umfasst 
also, nach unserer Erklärung, den Begriff der Drehung. — Hierzu gehört als 
Ergänzung : 

Jede (quantitativ bestimmte reelle) infinitesimale Schiebung und jede gleich- 
förmige (nicht identische) Schiebung kann auf <x> 2 Arten als Schraubung um einen 
Speer aufgefasst werden. 

Alle diese Speere bilden eine eindeutig bestimmte syntaktische Congruenz, und 
sie alle gehören zu derselben Drehungsgeschwindigkeit 2ä' und Winkelgeschwindig- 
keit 2vf. 

Ist die Schiebung linkseitig, so ist $' — >/ = 0, ist sie rechtseitig, so ist 

y + *f = o. 

Die zugehörige Speercongruenz ist im, ersten Falle linkseitig, im zweiten recht- 
seitig. 

Lässt man z. B. bei gegebener Schraubenaxe X rf von Null an wachsen, so 
giebt es im Augenblicke vf = 3>' noch a> 3 weitere Axen, darunter die absolute 
Polare des Speeres X. Wächst vf weiter, so vertauscht es seine Kolle mit 3>', 
und die Axe ist nicht mehr der Speer X, sondern dessen absolute Polare. 

Analytisch wird man eine infinitesimale Bewegung am Einfachsten dadurch 
ausdrücken, dass man den früher eingeführten Parametern a i} b t folgende specielle 
Werthe beilegt : 

a = 1, a 1 = a i dt, a % = a 3 dt, a 3 = a s dt, 

b = 1, b x = ßidt, b z = ß % dt, b s = ß 3 dt. 

* Der Begriff der „ qualitativ-bestimmten " infinitesimalen Bewegung entsteht durch Elimination des 
Zeitelementes dt. Man kann dann nur noch von einem Verhältniss &' : ?/ reden. 

Nach der bisher geltenden Auffassung hat die infinitesimale Bewegung zwei Axen, die Gerade (nicht Speere) 
sind, und nicht weiter unterschieden werden. 
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Unter dt wird hier eine Grösse verstanden, deren Quadrat gegen dt selbst 
vernachlässigt wird, und a i} ß t bedeuten Grössen, die nicht alle zugleich ver- 
schwinden. Liegt dann nicht gerade eine Schiebung vor, so ergiebt sich nach 
einiger Rechnung 

0/ = Va? + a* 3 + a§, & r = V# + W+ ßl, (25) 

wo beiden Wurzelgrössen die positiven Wertbe beizulegen sind, und 



-X = V qf + al + al Wßl + ßl + ßl, 

X^ Vß'j + ßl + ßl ^, u. s. w., (26) 

X 3 = Vaf + af + a%.ßi, u. s. w. 

Handelt es sich um eine z. B. linkseitige Schiebung, so treten an Stelle der 
Gleichungen (24, 25) die folgenden: 

a = 1 , et! = ^ dt, a 3 = a 2 cft, a 3 = a 3 dfc, 

6 =1, &i = 0, Z> 2 =0, 6 3 =0, ' 



ei = Vaf + a| + a|, 0^ = 0, (251) 

während (26) der Form nach ungeändert bleibt, aber nunmehr die Grössen 
ßi '• ßz '• ßs a l s willkürliche Parameter enthält. 



Der Satz, dass jede infinitesimale Bewegung als Schraubung aufgefasst 
werden kann, lässt sich natürlich ohne Weiteres auf endliche Bewegungen aus- 
dehnen. Doch scheint es uns nicht zweckmässig (weil nur innerhalb gewisser 
Grenzen möglich) auch hier unter den möglichen Schraubenaxen eine bestimmte 
Auswahl zu treffen. 

Denken wir uns (was ohne Weiteres geschehen kann) eine durch eine ortho- 
gonale Substitution gegebene Bewegung in zwei verschiedenartige Schiebungen 
mit Parametern a i} b t zerlegt, so erhalten wir zunächst zwei Drehungen der 
Bildkugeln. Wir wollen annehmen, dass keine von diesen sich auf die identische 
Substitution reducirt. Auf der linken wie auf der rechten Bildkugel giebt 
es dann ein Paar von Punkten Xj und X r , die in Buhe bleiben. Wir treffen 
unter ihnen, und den vier zugehörigen Speeren im elliptischen Räume, irgend 
eine Auswahl, indem wir in den Gleichungen 



■X =V af + «f + al . Vbl+bl + bl 
X 1 = Vb\+bl + bl.a 1 u. s. w., (27) 

X 2 = */al + a\ + a% . \ u. s. w. 
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den vorkommenden Wurzelgrössen irgend welche zulässigen Werthe beilegen. 
Die zu den Drehungen der Bildkugel gehörigen Drehungswinkel 20 ; , 20 r sind 
dann bis auf Vielfache von 27t, sonst aber vollkommen, bestimmt durch die 
Gleichungen 

cos 0, = 



«o 



*/al + a\ + al + <$' 



• _ V«! + qg + gg_ 

1 Val + al+al+al' 



(281) 



und durch die entsprechenden Gleichungen für r . Hieraus und aus den 
Gleichungen 

t =^ + >7, r = S — n (29) 

ergeben sich dann der Drehungswinkel 23* und die Gleitungsgrösse 1y\ der 
Schraubung um den Speer X: Diese beiden sind nur bestimmt bis auf Vielfache 
von 7t, aber — was wohl zu beachten ist — in der Weise, dass ungerade Vielfache 
von n nur zu beiden gleichzeitig hinzugefügt werden können. 

Durch Auflösung der angeführten Gleichungen erhält man umgekehrt die 
Parameter einer Bewegung, wenn der Speer X als Schraubenaxe und ausserdem. — 
natürlich auch dem Vorzeichen nach — der Drehungswinkel 2& und die Gleitungs- 
grösse 2>7 gegeben sind : 

(30) 

a : a x : a 2 : a 8 = — X ctg ($ + yj) : X t : X s : X 5 , 
b : b,: b 2 : b 3 = -X ctg ($- v ) : X 2 : X, : X 6 .* 

Welche Aenderungen an einigen dieser Formeln anzubringen sind, wenn 
die vorgelegte Bewegung in dem bisher ausgeschlossenen Falle sich auf eine 
Schiebung reducirt, ist ohne Weiteres zu erkennen. 

Jede endliche Bewegung kann, wie man sich auszudrücken pflegt, durch 
eine infinitesimale Bewegung „erzeugt" werden, und zwar immer auf unendlich 
viele Arten. 

Zunächst nämlich kann man, im Allgemeinen auf vier Arten, im Falle einer 
nicht identischen Schiebung auf 2. oo a , und im Falle der identischen Trans- 



*) Vielleicht schreibt man diese Formeln besser noch so: 

a = — X cos (■& + rj), a, = X t sin (* + ?),... (u. s. w.) 
(wo dann 2a 8 j = Sö, s wird). 
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formation auf <»* Arten, einen Speer X bestimmen, um den die Schraubung 
erfolgen soll. Sodann hat man in den Formeln 

(31) 

a{ : a{ : a' 2 : a' z = — X . ctg {(0, + xflt) t\ : X 1 : X 3 : X s , 
b' :b{ :^:^=-X ctg \ (0 r + *,«) tf : X 3 : X 4 : X 6 , 

worin je, und jc r irgend welche ganze Zahlen bedeuten, die Parameter einer ein- 
gliedrigen Gruppe von Bewegungen vor sich, wie man sich sofort überzeugen 
kann. Zwei Transformationen dieser Gruppe werden dadurch nach einander 
ausgeführt, dass man die entsprechenden Werthe des Parameters t addirt. Setzt 
man t= 1, so reduciren sich die Gleichungen (31) auf die Gleichungen (30), man 
erhält gerade die gegebene Bewegung, und zwar bei jeder beliebigen Wahl der 
ganzen Zahlen % l} x r . Dabei liefern (von dem etwas verwickeiteren Fall der 
Schiebungen abgesehen) jedesmal vier solche Formelsysteme dieselbe Gruppe : 
Nur bei einer von diesen vier Darstellungsformen erscheint die erzeugende infini- 
tesimale Bewegung in der ausgezeichneten Gestalt, die wir im vorigen Absatz 
erörtert haben. Jede eingliedige Gruppe aber, die die gegebene Bewegung ent- 
hält, wird von den abgeleiteten Formeln geliefert. Eine besondere Erwähnung 
verdient der Fall 0, = r = 371 mod. n. Die Bewegung ist dann eine Umwendung. 
Diese kann, unter Anderem, als Drehung durch den Winkel n um X, aber auch 
als Drehung durch denselben Winkel um die Polare von X aufgefasst werden. 
Zwei solche Drehungen hinter einander ausgeführt ergeben also die identische 
Transformation : Hierin liegt der Grund für die oben hervorgehobene besondere 
Art der Unbestimmtheit der Grössen 2&, 2*7. 

Allgemein ist zu bemerken, dass eine der eingliedrigen Gruppen, die 
eine vorgelegte Bewegung umfassen, algebraisch (und zwar rational) wird, wenn 
eines der Verhältnisse 0, : r (oder & : >?) eine rationale Zahl ist, und dass sie 
alle algebraisch sind, wenn die Verhältnisse 0,: r : n rationale Zahlen sind. 



Um eine folgende Untersuchung vorzubereiten, fügen wir noch einige Be- 
merkungen hinzu über den Begriff, der dem Begriff einer gewöhnlichen Schrauben- 
fläche im Euklidischen Räume analog ist, und demnach von uns durch dasselbe 
Wort bezeichnet werden soll.*) 

*) Dieser Abschnitt kann zunächst übergangen werden. 
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Es sei der Speer X die Axe, oder eine Axe, einer eingliedrigen Gruppe von 
Bewegungen. "Wenn dann die Gerade Y den Speer X, und also auch dessen 
absolute Polare senkrecht schneidet, so nimmt sie bei den Bewegungen der 
Gruppe qo 1 Lagen an, deren Inbegriff wir Schraubenfläche nennen. Es ist klar, 
dass alle Schraubenflächen zu einander congruent sind, deren erzeugende ein- 
gliedrige Gruppen diese Eigenschaft haben. Charakteristisch für die (gegen- 
über Bewegungen) invarianten Eigenschaften einer Schraubenfläche ist also das 
Verhältniss 0'f : &% Ist diese Grösse von und oo verschieden, so giebt es vier 
demselben Linienkreuz angehörige Speere X, die als Axen der Schraubenfläche 
bezeichnet werden können, und, abgesehen vom Falle 0'f = &l , oo B Schrauben- 
flächen, die zu der gegebenen congruent sind. Unter den vier Speeren wird 
einer ausgezeichnet durch die Forderung, dass 0'; > 0, 0' r > sein soll. Die 
Schraubenfläche ist rechtsgewunden, wenn &\ < 0'^ , linksgewunden, wenn ©'j>0'?. 
Das heisst, je zwei consecutive Erzeugende der Schraubenfläche sind rechts- oder 
linksgewunden. (S. 1 34). Im Grenzfall ©'? = 0'£ ist die Schraubenfläche ein 
unendlich oft überdecktes Büschel. Ist dagegen das genannte Verhältniss gleich 
oder gleich oo, so giebt es zwei durch den Umkehr ungsprocess in einander über- 
gehende Schaaren von je oo 1 syntaktischen Speeren, die sämmtlich „Axen" der 
Fläche sind. Die geradlinigen Träger dieser Speere bilden eine zweite Schrauben- 
fläche, vom entgegengesetzten Windungssinn. Beide Schaaren von oo J Geraden 
liegen auf einer Fläche zweiter Ordnung, einer speciellen sogenannten Clifford'- 
schen Fläche (die, wie übrigens alle Schraubenflächen, zugleich Minimalfläche ist, 
und bei allen Schraubungen einer zweigliedrigen Gruppe in Ruhe bleibt). 
Solcher specieller Schraubenflächen giebt es nur oo * Individuen, und alle z. B. 
linksgewundenen — durch linkseitige Schiebungen erzeugten — unter ihnen sind 
zu einander congruent. Jede der oo i Cliflbrd'schen Minimalflächen ist Ort aller 
Punkte, die von den Geraden eines Linienkreuzes gleiche Abstände (= in mod. 7t) 
haben. 

Nach Auswahl der orientirten Axe X kommt jeder Schraubenfläche eine 
bestimmte Ganghöhe zu, gegeben durch den Ausdruck 

«' ©' ©' 

y.»*=ef+e?- 2 *' (32) 

dessen geometrische Bedeutung evident ist. 

Die Ganghöhe ist also positiv bei linksgewundenen, negativ bei rechtsgewundenen 
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Schraubenflächen.*) Steht sie zur Zahl n in einem rationalen Verhältniss, so ist 
die Schraubenfläche geschlossen und algebraisch (überdies auch rational). Die 
absolute Polare einer Schraubenfläche ist eine zu ihr congruente Schraubenfläche. 
Beide Flächen sind identisch, wenn sie algebraisch sind, und überdies &' und r\' 
sich verhalten wie zwei ungerade Zahlen. Ein Paar absolut-polarer Schrauben- 
flächen aber, mögen sie verschieden sein oder nicht, kann als Ort von Linien- 
hreuzen angesehen werden: Man kann also auch diese zu „Schraubenflächen" 
zusammenfassen. Bndlich gehen aus einer gewöhnlichen Schraubenfläche durch 
den Orientirungsprocess zwei als Oerter von Speeren betrachtete „Schrauben- 
flächen" hervor. Diese haben analytischen Zusammenhang, und sind also 
identisch, wenn sie algebraisch sind und überdies in der reducirten Form des 
Quotienten v/ : $' der Zähler oder Nenner eine von Null verschiedene gerade 
Zahl ist. Ausserdem müssen wir sie wohl auch als nicht-verschieden erachten, 
wenn yf oder &' den "Werth Null hat. 

Um zwei verschiedene gerade Linien F, Z auf alle möglichen Arten durch 
Schraubenflächen zu verbinden, bestimme man zuerst alle Speere X, die 7 und 
Z senkrecht treffen. Ist X ein solcher Speer, und sind Y und Z durch Orien- 
tirung ebenfalls in Speere verwandelt, so sind dann zunächst zwei Winkelgrössen 
20j, 20 r bis auf Vielfache von 2ti bestimmt : 

20j = ( Y l , Z t ), 20 r = ( Y r , Z r ), mod. 2n. 

Sodann kann man einen einzigen X und Y senkrecht schneidenden Speer 
H finden, so dass 

%={Y t ,H), f = (F r , # r ),mod. 2*. 

*) Hier ergiebt sieh, beim Grenzübergang zum Euklidischen Baume, eine Nichtübereinstimmung mit der 
üblichen Terminologie, die den ,,rechts"-gewundenen Schraubenflächen eine positive Ganghöhe beilegt. Der 
Grund hierfür liegt in einer Inconsequenz dieser Terminologie, die hier zur Sprache gebracht werden muss, 
weil sonst unsere Definitionen der Begriffe linksgewunden und rechtsgewunden als unzweckmässig erscheinen 
würden. 

Orientirt man das Coordinatensystem so, wie auf Seite 127 beschrieben, so erhält— nach der üblichen 
Terminologie— eine rechtsgewundene Schraubenlinie eine positive Ganghöhe. Ein Paar von rechts-gewundenen 
Geraden liegt dann so zu einander, wie eine Tangente dieser Schraubenlinie und ihre Axe; ebenfalls in 
Übereinstimmung mit den Festsetzungen des Textes sowohl als den üblichen. (S. z. B. Zindler, Liniengeo- 
metrie, I, §1). Dann aber muss man, wie uns scheint, eine geradlinige Fläche „rechtsgewunden" nennen, wenn 
oder wo zwei consecutive Erzeugende der Fläche rechtsgewunden sind. Daraus ergiebt sich, dass die gewöhn- 
liche Schrauben/Zäcft«, auf der die rechtsgewundene Schraubenlinie liegt, als linksgewunden bezeichnet werden 
muss, während sie gewöhnlich „rechtsgewunden" heisst. Dagegen ist die Tangentenfläche einer rechts- 
gewundenen Schraubenlinie ebenfalls rechtsgewunden. Umgekehrt wird allgemein eine Raumcurve mit 
rechtsgewundener Tangentenfläche als rechtsgewunden zu bezeichnen sein. 
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Bewirkt man dann noch, dass F = H wird, so bilden die oo 1 Geraden mit 

den Coordinaten 

F a cos 2 (0, + x0) t + H x sin 2 (0, + x0) t, 

F 2 cos 2 (0 r -|- x r n) t + H 2 sin 2 (0 r + * r 7i) t, 

u. s. w. (worin % x und x r ganze Zahlen bedeuten), oder die entsprechenden 
Speere mit der siebenten Coordinate ± \/2 F = ± V2 5" eme Schraubenfläche, 
die für t = die Gerade oder den Speer F, und für t = 1 die Gerade oder den 
Speer ^liefert, und jede Schraubenfläche durch F, ^kann so gefunden werden. 
Man sieht, dass in der Regel zwischen verschiedenen Schraubennachen 
durch F, Z kein continuirlicher Uebergang möglich ist. Ebenso aber übersieht 
man auch leicht das verwickeitere Verhalten, das dann eintritt, wenn die 
Geraden oder Speere F, Z parataktisch sind, oder wenn sie die noch speciellere 
Figur von zwei Geraden desselben Linienkreuzes bilden. 



Nachdem man zur eindeutigen Darstellung der reellen Speere durch reelle 
Punkte zweier Kugeln gelangt ist, liegt es nahe, die ganze Betrachtung zu 
vertiefen. Zunächst wird man sie auf das complexe Gebiet auszudehnen 
suchen. Sodann wird man umfassendere Gruppen von Transformationen und 
weitere Aequivalenzbegriffe einführen, und zwar zunächst solche Transforma- 
tionen, bei denen beide Kugeln irgendwie collinear tranformirt (und eventuell 
auch noch vertauscht) werden. 

Setzen wir die Begriffe Gerade und Speer mit Hülfe ihrer Coordinaten ins 
complexe Gebiet hinein fort, so wird eine complexe Gerade durch sechs Verhält- 
nissgrössen X i definirt, die der Gleichung (4) genügen, und möglicher Weise 
imaginäre Verhältnisse haben. Analog wird ein complexer Speer definirt durch 
sieben complexe (reelle oder imaginäre) Verhältnissgrössen, die den beiden 
Gleichungen (5) genügen. Man sieht daraus, dass das Continuum der complexen 
Speere das Continuum der complexen Geraden in der "Weise doppelt überdeckt, 
dass die Tangenten der absoluten Fläche, nämlich die Geraden des Complexes 

X\ + Xl + Xl=0, Xl + X\ + Xl = (33) 

als Verzweigungselemente fungiren : Diese Geraden sind zugleich auch Speere, 
und jeder solche Minimalspeer ist nicht zu unterscheiden von dem umgekehrten 
Speer, da ein Vorzeichenwechsel von X bedeutungslos wird, wenn X ver- 
schwindet. 
19 
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Andrerseits können wir auch „ complexe Punkte " unserer beiden Bild- 
kugeln betrachten : Diese werden erschöpfend dargestellt durch zwei Systeme 
homogener complexer Cooadinaten £ l0 : £j : £ 3 : £ 5 und r^ : g 2 : £ 4 : £ 6 , die ver- 
bunden sind durch Gleichungen der Form 

(34) 

iffl il T^ 43 T t5 > JrO &2 T^ $4 T &6 

Nun sieht man sogleich, dass der nachgewiesene Zusammenhang zwischen 
reellen Speeren und reellen Punktepaaren beider Kugeln sich nicht vollständig 
auf die complexen Gebiete übertragen lässt ; denn die Gleichungen 

(35) 

ho '• Ei : h '• h = -^o '• -^l : -^8 '• -^5» ho '• h '■ h '• h = ^o '• -^2 : X 4 : X 6 , 
die den Zusammenhang zwischen den Punktepaaren £j, £ r und den Speeren X 
vermitteln, lassen sich nach den Grössen X { überhaupt nicht auflösen, wenn 
ho = 0» tro ^P °der £j =£ 0, £ r0 = ist, und sie lassen sich nicht eindeutig auf- 
lösen, wenn £ l0 und £ r0 zugleich verschwinden. 

Hieraus geht nun hervor, dass der Begriff des Speeres (mindestens) zwei 
natürliche Fortsetzungen ins complexe Gebiet zulässt: Man kann einmal, wie 
gesagt, die durch die Gleichung (5) verbundenen Grössen X t als Coordinaten 
eines „complexen Speeres" ansehen, dann aber auch die durch die Gleichungen 
(34) verbundenen doppelt-homogenen Grössen g 4 . Welches auch der noch fest- 
zustellende begriffliche Inhalt der zweiten Erweiterung sein möge, wir erhalten ein 
Continuum complexer Speere, das ganz andere Eigenschaften haben muss, als das 
zuerst genannte. Für verschiedene Dinge aber braucht man, wenn keine Unklar- 
heit entstehen soll, verschiedene Worte. Wir werden daher die „Speere" des 
zweiten Continuums nun überhaupt nicht mehr Speere, sodern Pfeile nennen. 

Ein Pfeil wird also dargestellt durch zweimal vier homogene Coordinaten, die 
durch die beiden Gleichungen (34) verbunden sind.*) 

Die Begriffe Speer und Pfeil decken einander im reellen Gebiete vollständig, im, 
complexen Gebiete aber nur zum Theil. 

Denken wir uns nun z. B. die Punkte 

ho '• h '• hi '• h 
der linken Bildkugel irgend einer collinearen Transformation unterworfen, die 



*) Wir anticipiren hier die fernere EntWickelung. Eigentlich müssten wir sagen : Der Pfeil ist das System 
seiner Coordinaten. 
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die erste der Gleichungen (34) bestehen lässt, so gehen aus ebenen Schnitten, also 
Kreisen, wieder solche hervor. Wir haben die Gruppe der JföKws'schen Kreis- 
verwandtschaften vor uns, die auf der Kugel gedeutet werden. Wir wollen diese 
Transformationen cyclische Transformationen der Kugel nennen. Verfahren 
wir ebenso mit der zweiten Kugel, und fügen wir schliesslich auch noch collineare 
Vertauschuugen beider Kugeln hinzu, (z. B. durch die früher betrachteten Be- 
wegungen), so erhalten wir eine Gruppe, die insgesammt acht continuirliche 
Schaaren von Transformationen umfasst, da schon jede der beiden cyclischen 
Gruppen „gemischt" ist, nämlich aus zwei Schaaren von „eigentlichen " und 
„uneigentlichen" cyclischen Transformationen besteht. Alle diese Transforma- 
tionen, 8. oo n im reellen, und 8. oo 24 im complexen Gebiete, können als eindeutige 
Transformationen der Pfeile, nicht aber auch der Speere aufgefasst werden: 
Schon eine reelle cyclische Transformation beider Kugeln bewirkt in der Regel 
nicht eine durchweg-eindeutige Transformation der complexen Speere. 

Wir werden also die gefundenen Vertauschungen die Pfeile nunmehr cyclische 
Transformationen der P/eile nennen; und insbesondere werden wir durch das 
Epitheton eigentlich die unter ihnen auszeichnen, die durch Zusammensetzung 
einer eigentlichen cyclischen Transformation der linken Kugel mit einer eigent- 
lichen cyclischen Transformation der rechten Kugel entstehen. Die reellen eigent- 
lichen cyclischen Transformationen der Pfeile bilden dann eine reell-continuir- 
liche Gruppe von oo la Transformationen, deren jede auf eine einzige Weise in eine 
linkseitige cyclische Schiebung (bei der alle Punkte der rechten Kugel einzeln 
in Ruhe bleiben) und eine mit dieser vertauschbare rechtseitige cyclische Schiebung 
zerlegt werden kann. Die reellen linkseitigen cyclischen Schiebungen z. B. bilden 
für sich eine reell-einfache*) sechsgliedrige invariante Untergruppe der Gruppe 
der reellen eigentlichen cyclischen Transformationen. Die complexen eigentlichen 
cyclischen Transformationen dagegen können analog auf eine einzige Weise 
in vier mit einander vertauschbare Transformationen zerlegt werden, da jede 
eigentliche collineare oder cyclische Transformation z. B. der linken Bildkugel 
noch in zwei Transformationen (Schiebungen der Kugel) zerlegt werden kann, 
deren jede alle Geraden der einen Schaar von Erzeugenden dieser Kugel einzeln 
in Ruhe lässt. Jede der vier genannten Arten specieller Transformationen bildet 
wiederum eine invariante einfache Untergruppe mit sechs (nach der üblichen 
nicht ganz einwandsfreien Terminologie drei) wesentlichen Parametern. 

*) Eine Gruppe heiast einfach, wenn sie keine invariante Untergruppe hat. 
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Näher wollen wir die bemerkenswerthe Gruppe der cyclischen Pfeiltrans- 
formationen hier nicht betrachten; wir wollen aber einige ihrer nächstliegenden 
Eigenschaften zusammenstellen, um es deutlich hervortreten zu lassen, wie sich 
die elliptische Geometrie in einen umfassenderen Gedankenkreis einordnet.*) 

Zunächst heben wir hervor: 

Die cyclischen Transformationen der Pfeile sind in dem Continuim aller Pfeile 
überall wohldeßnirt, eindeutig und stetig. 

Im reellen, nicht aber durchweg im complexen Gebiete, bewirken sie auch ein- 
eindeutige Transformationen der Speere (da deren Begriff hier mit dem der Pfeile 
zusammenfällt) und also zwei-zweideutige Transformationen der geraden Linien. 

Da die Begriffe Syntaxie, Antitaxie, Umkehrung ohne Weiteres auf die 
Pfeile übertragen werden können, so können wir ferner sagen : 

Die oo 13 (oo 24 ) eigentlichen cyclischen Pfeiltransformationen lassen aus links- 
(rechts-) syntaktischen Pfeilen immer wieder ebensolche hervorgehen. 

Die Eigenschaft zweier Pfeile antitaktisch zu sein, wird dagegen durch diese 
Transformationen in der Regel zerstört. Die Invarianz auch dieser Eigenschaft 
kennzeichnet die sechsgliedrige Untergruppe der Bewegungen im elliptischen Räume. 

Man kann dies offenbar auch so ausdrücken : 

Die Bewegungen im elliptischen Räume umfassen alle eigentlichen cyclischen 
Transformationen der Pfeile, die mit der UmJcehrung vertauschbar sind, und deshalb 
auch als eindeutige Transformationen gerader Linien aufgefasst werden können. 

Ferner ist evident: 

Je drei reelle Pfeile, deren keine zwei syntaktisch sind, lassen sich der Reihe 
nach in drei andere gleicher Eigenschaft durch eine einzige eigentliche cyclische 
Pfeiltransformation überführen. 

Vier solche Pfeile haben dem entsprechend vier unabhängige absolute 
Invarianten, die sich leicht durch Doppelverhältnisse darstellen lassen^). 
Ebenso sieht man ohne Weiteres: 

Die cyclischen Transformationen der reellen Pfeile sind z. B. auch dadurch er- 
schöpfend charakterisirt, dass sie die 2. oo 5 Regeischaaren unter einander vertauschen, 
die durch Drehung je eines Pfeiles um, einen zu ihm syntaktischen Pfeil entstehen. 

Diese Umdrehungsörter von je oo 1 Pfeilen sind augenscheinlich nichts 
Anderes als die orientirten Regeischaaren sogenannter Glifford'schen Flächen, 

*) Weitere Entwiekelungen findet man in einer Abhandlung der Verfassers, Jahresber. d. Deutsch. Math. 
Ver. Bd. 15, 1906, S. 476-527. 

f) Siehe einen Aufsatz des Verfassers, Leipz. Ber. 1896, S. 199 u. ff. 
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deren jede vier solcher Oerter liefert. Man kann sie linkseitige und rechtseitige 
einfache Cyclen nennen. Es ergeben sich dann weiter Doppelcyclen, Congruenzen 
von Pfeilen, die, soweit sie reell sind, erschöpfend durch alle Schraubungen 
eines Pfeiles um einen anderen entstehen (der nicht zu demselben Linienkreuz 
gehören darf), u. s. w. 



Wir betrachten nunmehr wieder nur reelle Pfeile oder Speere. 

Die reellen Pfeile, oder was dasselbe ist, die reellen Speere lassen sich auf 
die beschriebene Art auf die reellen Punktepaare unserer beiden Kugeln ab- 
bilden. Die einzelnen Punkte dieser Kugeln kann man aber in bekannter Weise 
den Werthen von zwei complexen Veränderlichen zuordnen, die Kugeln lassen 
sich als sogenannte Biemann'sche Zahlenkugeln benutzen. So gelangen wir zu 
einer weiteren Art von Pfeilcoordinaten, die nichts Anderes sind als die passend 
gewählten binären Parameter von Erzeugenden beider Bildkugeln. Die Be- 
trachtung dieser Parameter eines Pfeiles, wie wir sie nennen wollen, hat aber 
ein grundsätzliches Interesse, da durch sie unser Gegenstand mit Problemen der 
modernen Funktionentheorie in Verbindung gesetzt wird (wie in weiteren Ab- 
handlungen näher ausgeführt werden soll). Wir führen aus diesem Grunde 
hier die wichtigsten Thatsachen vor, die sich auf den Zusammenhang der Pfeil- 
coordinaten £ f und der genannten Parameter beziehen. Die eingeführte Be- 
schränkung auf reelle Pfeile wird nachträglich sehr leicht aufgehoben werden 
können. 

Bei der Durchführung des bezeichneten Gedankens, und bei seiner An- 
wendung auf die zuvor entwickelten Formeln, wird man ein- und dasselbe 
Formelsystem zweimal anzuwenden haben. Deshalb betrachten wir zunächst 
eine einzige Kugel, die wir nachher bald mit der linken bald mit der rechten 
unserer Bildkugeln identificiren werden. Die homogenen rechtwinkligen Coor- 
dinaten der Punkte dieser Kugel wollen wir j , g x , j g , £ 3 nennen, so dass Eo=° 
die unendlich ferne Ebene darstellt, und die Gleichung der Kugel so lautet: 

E? = E? + rj + rj. (36) 

Die zu dem Kugelpunkte £ gehörigen complexen Verhältnissgrössen erklären 
wir nunmehr durch die Proportion 

&:& = 1 . (37) 

= Ei-%:Eo — Es- 
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Da es bei den Coordinaten £, auf einen (hier reellen) Proportionalitätsfactor 
nicht ankommt, so kann man umgekehrt setzen 

£o == £i£i + £a£a> 

El = Sl?3 + ?a£l> . 

— *• h = Kvii — S2&» 

h = £l£l — S2&- 

(£ K bezeichnet die zu £„ conjugirt-complexe Grösse). 

Eine beliebige lineare Transformation der Veränderlichen £1 : £ 2 , 

£1 = «nifi + a^a, 

52 == a 2i£i T «22?a 

bewirkt jetzt eine sofort hinzuschreibende reelle lineare Transformation der 
reellen Veränderlichen g„ die eine eigentliche collineare Transformation der 
Kugel und also eine eigentliche cyclische Transformation (eigentliche Kreisver- 
wandtschaft) für deren Punkte zur Folge hat. Umgekehrt kann man, wenn 
eine eigentliche automorphe Collineation der Kugel (36) vorliegt, daraus ein- 
deutig die Verhältnisse der Grössen a iK berechnen. Wir wollen diese Formeln 
nicht explicite aufstellen, wollen aber von ihnen eine Anwendung machen. Wir 
wollen nämlich annehmen, es sei insbesondere eine reelle Bewegung 

i' = a'ia (40) 

vorgelegt, mit den Buler'schen Parametern a : a x : a 2 : a 3 , die die Kugel (36) 
Ruhe lässt. Dann findet sich, dass die zugehörigen Coefficienten a iK so aus- 
gedrückt werden können : 

an = «o + *'«3, «12 = * («i — *'«a), ,„. 

•i i • \ • *\ ( 41 ) 

a 21 = i(a 1 + ictz), a 22 = a„ — ia 3 . •) 

Die Determinante A = | a iK | dieses Grössensystems hat den Werth. 

A = al + al + <4+al, (42) 

ist also die Norm der Quaternion d. Ersetzen wir nun die Coordinaten 

Eo> Ei» h> h 

*) Diese oder vielmehr äquivalente Formeln hat Oayley angegeben (Math. Ann. Bd. 15, 1879, S. 238), sie 
haben sich aber auch im Nachlasse von Gauss gefunden (Werke Bd. 8, S. 355). Vielfache Anwendung von ihnen 
hat Herr F. Klein gemacht, z. B. in seinem Buche über das Icosaeder. 
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im Falle der linken Bildkugel durch 

ho> Ei» h> h 
und im Falle der rechten Kugel durch 

ErO> &j &> Ee> 

und unterscheiden wir gleichzeitig die entsprechenden Coordinatenwerthe £ 1? £ 2 
durch Indices l, r so haben wir den Satz : 

In Pfeilparametern werden die reellen linkseitigen Schiebungen dargestellt durch 
die Gleichungen 

£u = («o + w g ) £ u + » (öj — ia z ) Zn, 

£u = *( a i + m«) Sa + («o — w«) £b, 

«wa % rl = £ rl , £ r2 = £ r2 ; 

ebenso die reellen rechtseitigen Schiebungen durch die Gleichungen 

& = {h + *s) £rl + *( 6 1 — **») £r2, 



(48*) 



(43r) 



Dte reellen Verhältnissgrössen a t und 5< sira* cfa'e Gayley'schen Schiebungs- 
parameter. (Vgl. S. 122, Nr. 10-12). 

Der Nutzen, den die Pfeilparameter bringen, ist offenbar ein doppelter. 
Erstens nämlich werden die beiden quadratischen Gleichungen (34) nunmehr zu 
Identitäten. Es ist aber principiell einfacher, mit von einander unabhängigen 
Veränderlichen zu operiren, als mit solchen, die durch (wenn auch nur quadra- 
tische) Gleichungen verbunden sind. Gleichgültig hierfür ist es offenbar, ob man, 
wie wir es thun, die vier unabhängigen wesentlichen Veränderlichen paarweise 
zu sogenannten complexen Grössen zusammenfassen will, oder nicht. Diese Zu- 
sammenfassung selbst aber, die übrigens keineswegs unter allen Umständen zu 
empfehlen ist, bietet einen weiteren Vortheil : Es treten auf diese Weise klar 
die engen Beziehungen hervor, die unseren Stoff mit sonst schon als wichtig 
erkannten Gegenständen der Funktionentheorie und Gruppentheorie verbinden. 
Soweit die Bewegungsgruppe in Frage kommt, handelt es sich hierbei vor Allem 
um einen Zusammenhang unserer Theorie mit der Theorie der (binären) soge- 
nannten Hermite' sehen Formen. 
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Führen wir die Zeichen 

(*/*) = &% + &*, l ' 

ein, so hat jede der beiden Gleichungen (£57) = 0, (g/jj) = eine einfache geo. 
metrische Bedeutung. Die erste sagt aus, dass die Punkte £, ^ der Kugel (36) 
zusammenfallen. Die zweite Gleichung aber sagt aus, dass die Punkte £, >7 ein- 
ander diametral gegenüberliegen. (Vgl. Nr. 38). Das lässt sich, ganz abgesehen 
von der Deutung auf der Kugel, auch so ausdrücken, dass man sagt : Die Punkte 
£, 57 sind einander paarweise zugeordnet in dem ,, Polarsystem" einer (definiten) 
Hermite'schen Form (oder, nach Segre, in einer Antinvolution ohne Doppel- 
elemente). Denn es ist leicht zu sehen, dass alle projectiven Spiegelungen an 
Punkten uud Ebenen, die die Riemann'sche Kugel (36) in Ruhe lassen, mit 
Hülfe der binären Veränderlichen dargestellt werden können durch bilineare 
Gleichungen der Form 

«llf Ä + C l 2 £l>73 + CÄl + «TB&fc = 0, 

wo c iK = c iK , cxfiM — c^Cn 4= ist, und £, r\ in der Spiegelung einander zugeordnete 
Kugel punkte bedeuten. Diese Gleichung aber ist, gegenüber cogredienten 
linearen Transformationen der Veränderlichen £ x , £ 2 und vj 1} vj % invariant, ver- 
bunden mit der sogenannten Hermite'chen Form 

Sie ist aus ihr durch einen Process abgeleitet, der nahe verwandt ist dem 
sogenannten Polarenprocess, durch den man z. B. von einer quadratischen Form 
aus zu deren Polarsystem kommt. Nun sieht man unmittelbar, dass bei 
der Transformation (41) beide Ausdrücke (44) mit dem Factor A reproducirt 
werden. Der erste Ausdruck wird auch dann noch reproducirt, wenn die 
Grössen a iK beliebige complexe Werthe haben (so dass A =£ 0). Wenn aber 
auch der zweite diese Eigenschaft haben soll, dann müssen, wie eine leichte 
Rechnung zeigt, die Ooefficienten a iK , von einem gemeinsamen complexen Factor 
abgesehen, die Form (41) haben. 

Alles dies haben wir zweimal anzuwenden ; wir erhalten dann, bei Gebrauch 
der bereits erklärten Abkürzungen, die Gleichungen 

(«V), = A I .(^)„ (£77)« = ^ ■(*/*)!, 

(*y ), = A r . (fr)„ (Zln% = A r . (£/*),. (45J 

Die den reellen Schiebungen des elliptischen Baumes entsprechenden projectiven 
Transformationen der binären Gebiete (£ { ), (£ r ) lassen jede ein gewisses Hermite' sches 
Polarsystem (eine Antinvolution) in Ruhe, und sie sind dadurch characterisirt. 
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Auf jeder von beiden Bildkugeln ordnet das zugehörige Polarsystem irgend 
einem Punkt den diametral-gegenüberliegenden Punkt zu. 

Nebensächlich ist bei diesem Satze die besondere Form der Gleichungen 
(£/jf) = 0; diese würde sich in mannigfacher Weise ändern lassen. Wir haben 
offenbar, bei Aufstellung der Gleichungen (37), eine willkürliche Auswahl unter 
oo 3 Möglichkeiten getroffen. Wesentlich aber ist die Zugehörigkeit dieser 
Gleichungen zu deßniten Hermite'schen Formen. (Zu verlangen, dass ausser 
ihren Polarsystemen auch die Hermite'schen Formen selbst reproducirt werden 
sollen, scheint in unserem Zusammenhang nicht erforderlich und im Ganzen auch 
nicht zweckmässig zu sein). 



Es hat sich also eine enge Beziehung der elliptischen Geometrie, und damit 
auch der zugehörigen Theorie der Bewegungsinvarianten, zur Geometrie und 
Invariantentheorie der Polarsysteme Hermite'scher Formen ergeben. Auf die 
allgemeinen Fragen, zu denen man von hier aus kommt, denken wir ein anderes 
Mal einzugehen. Hier betrachten wir nur noch einige der nächstliegenden 
Beziehungen: Den Invariantencharakter dieser lassen wir dadurch hervortreten, 
dass wir die für den vorliegenden Zweck ausreichenden Zeichen (44) systematisch 
verwenden. 

Zunächst ergeben sich jetzt bemerkenswerthe Ausdrücke für Winkel und 
Abstand zweier Speere Y, Z oder t), j. Es gilt nämlich für beide Bildkugeln die 
Gleichung 

(K) = (v/Om)-<vO(vO- (46) 

Ausserdem aber hat man die Identität 

(V/V) • (£/?)- (V/0 (V/Z) = (vO m (47) 

Hieraus folgen weiter, z. B. für die linke Bildkugel 

Uio + (n) = %(v/Oi(v/Z)i, , AQ n 

(48, 1) 

tyoho—(n) = z(v Oi(v Oi, 

und 



sin i (t), 5) 



^(nlv\ «/&IZ\ (4M) 

^(y\lv)i ^(C/Di 



*) Diese Formeln bilden den Ausgangspunkt für weitere Untersuchungen Math. Ann. Bd. 60, 1905, S. 321. 
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Die zuvor von uns aufgestellten Formeln Nr. 19 haben Cosinus und Sinus 
nicht der halben, sondern der ganzen Winkel (9, $), und (9, j) r geliefert, haben 
diese aber eindeutig bestimmt. Es bleibt daher noch die Rolle der Wurzel- 
grössen in den Gleichungen (49) aufzuhellen. 

Die Möglichkeit, über das Vorzeichen z. B. der Grosse sin ( Y, Z) x in den 
Formeln (19) zu entscheiden, entspricht nun der Möglichkeit, unter den beiden 
Polen des Hauptkreises durch die Punkte Y h Z x einen auszuwählen. Das kann 
auch bei Gebrauch von Coordinaten zweiter (und dritter) Art erfolgen (vgl. 
Nr. 35) : Man hat, entsprechend den Formeln 



h •■ h = */(W)liU)l - (%)l : «Jufo - ^3 

u. s. w. einen der Wurzelwerthe 



= 2V(^) 1 (^)^w).rä I 

auszuwählen. Durch Entscheidung über den Werth des Productes der beiden 
letzten reellen Wurzelgrössen wird mithin der Speer X, besser der Pfeil r J? g r 
eindeutig festgelegt. Der Werth desselben Productes aber entscheidet auch 
über das Vorzeichen von sin (9, &),. Der Werth einer der beiden letzten Quadrad- 
wurzeln bleibt dann noch willkürlich, und lässt in Verbindung mit den beiden 
Wurzelgrössen im Nenner der Ausdrücke (49, 1) den Grössen cos ^ (9, %\ und 
sin s (i?, i)i eben den Spielraum, den wir haben müssen, wenn wir sin (9, j)j als 
eindeutig bestimmt annehmen. 

Auch die auf die Eigenschaften der Bewegungen im elliptischen Räume 
bezüglichen Ausdrücke gehen nun in solche über, denen man ihre Eigenschaft 
als Invarianten binärer Formen sogleich ansieht, wie indessen nicht weiter aus- 
geführt werden soll. 



In das Bild, das wir hier von der Geometrie der Speere und Pfeile zu ent- 
werfen gedachten, haben wir nun noch einen letzten aber wesentlichen Zug 
einzutragen. 

Erinnern wir uns, dass die zu den beiden Bildkugeln gehörigen complexen 
Verhaltnissgrössen i- u : £, 3 und £n : £ r2 die Parameter von je einer Schaar von 
geradlinigen Erzeugenden der zugehörigen Kugel sind. Unterwerfen wir nun 
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jede Kugel einer Bewegung, so werden diese Parameter linear transformirt. 
(Nr. 43). Dabei werden die auf den unendlich fernen Ebenen £ l0 = und 
£ r0 = gelegenen imaginären Kugelpunkte nur untereinander (projectiv) ver- 
tauscht. Diese Punkte aber sind, wie die Gleichungen (20) zeigen, eindeutig 
und natürlich auch gegenüber zusammengehörigen Bewegungen invariant 
zugeordnet den linkseitigen und rechtseitigen Erzeugenden der absoluten Flache. 

Die zur linken (rechten) Bildkugel gehörigen complexen Parameter können also 
auch als Parameter der linkseitigen (rechtseitigen) Erzeugenden der absoluten Fläche 
betrachtet werden. 

Zu conjugirt-imaginären Erzeugenden der absoluten Fläche gehören diametral- 
gegenüberliegende Punkte der Bildkugeln, und also Parameter, die einander in den 
entsprechenden Hermite 1 sehen Polarsystemen zugeordnet sind. 

Die Formeln (43) zeigen, wie die Erzeugenden beider Arten durch die reellen 
Bewegungen vertauscht werden. 

Ohne Weiteres ergiebt sich der Zusammenhang zwischen den Coordinaten 
X t (No. 20) und den Parametern £ K beider Schaaren von Erzeugenden. Man 
hat zu diesem Zwecke nur in den Gleichungen (38) die Verhältnissgrössen £ x : £ 2 
durch irgendwelche Grössen ^ : y\ % zu ersetzen, und diese dann so zu bestimmen, 
dass£ = wird; man hat also etwa an Stelle von \ x und £ 2 die Werthe — £ 2 
und £i einzutragen. Auf beide Kugeln angewendet, liefert dieses Verfahren 
die Coordinaten der zweierlei Erzeugenden X a) and X (r) der absoluten Fläche, 
dargestellt durch die Parameter £ : 

i kii, > x l2 = o , 

(51, 1) 



Umgekehrt folgt 



x u = 


£2 £2 


, Xw 


= 0, 


Xjz = 


»{& + «* 


) -^u 


= 0, 


x u = 


: — 2 £ u £ l3 


, ^m 


= 0; 


X ri = 


, X^ = 


u- 


Sr2 ) 


y 

^L r8 


o, x ri = 


% \krl + kr%\ f 


^•5 = 


o, x r6 = 


-2ii 


u ■ 



(51, r) 



(52) 

£a : £z2 = -^n — i-Xm '• — X m = X l5 : X u + iX ls , 
Eri '• Zm = X ri — iX ri : — X r% = X r6 : X r2 + iX ri . 

Man sieht, dass bei einem Uebergang zu der conjugirt-imaginären Erzeugen- 
den die Parameter ^ und £ 3 durch £ 3 und — £i ersetzt werden. 

Weiter zeigt nun eine leichte Ueberlegung, dass der reelle Speer X 
oder Pfeil % x , % r , also der Pfeil mit den Parametern £ u : £ l2 und % rX : %#, die vier 
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soeben betrachteten Erzeugenden der absoluten Fläche schneiden muss. In der 
That findet sich mit Hülfe der Gleichungen (35) und (38), wenn man diese letzten 
nach der gegebenen Anweisung verwerthet (vgl. unten Nr. 54), dass 

(ZB),= 0, (IB) r = (53) 

ist für S = X {1) , X (r) X {1) , X {r) . (S. Nr. 51). Daher muss die Gerade des reellen 
Speeres X entweder den Schnittpunkt der beiden ersten unter diesen vier 
Erzeugenden mit dem Schnittpunkt der beiden letzten verbinden, oder die Ebene 
der beiden ersten mit der Ebene der beiden letzten. Um zwischen diesen 
beiden Denkmöglichkeiten die Entscheidung zu treffen, genügt es, etwa den 
gemeinsamen Punkt und damit auch die Ebene der Geraden X (l) , X (r) zu finden. 
Es ergeben sich dann aber sogleich alle Schnittpunkte und gemeinsamen Ebenen 
der vier Geraden, und es kann ausfindig gemacht werden, welche von ihnen mit 
dem Speer X oder Pfeil j ? , £ r vereinigt liegen. Diese stellen wir nunmehr zu- 
sammen; zu grösserer Bequemlichkeit fügen wir auch die Coordinaten des 
Speeres X ausgedrückt als Funktion der Parameter £ und die durch Auflösung 
hieraus entstehenden Gleichungen hinzu. 

Um einigermaasen lesbare Formeln zu erzielen, schreiben wir an Stelle 

von Z u , £ rK i 

einfacher L - ' 



*«) 



Die Coordinaten der zwei Punkte und der zwei Ebenen, die dem Speer 
oder Pfeil X und ausserdem der absoluten Fläche angehören, unterscheiden wir 
ebenfalls durch Indices l und r. Inwiefern das berechtigt ist, soll sogleich dar- 
gelegt werden. 

(54). Coordinaten des reellen Pfeiles £ ; , £ r , ausgedrückt durch dessen Parameter: 

ho = Ü\ + Üz, Ero = r$j + r 3 r 2 , 

Ei = Ak + Ith, h = »V» + rp lf 

— i-h= hh— hh — * • & = W — r % r u 

Es = l& — V» , h = *\*\ — r 2 r 2 . 

Die zugehörigen Speercoordinaten haben diese Werthe (oder sind zu ihnen 
proportional): 

Xq = Ejo • Lo> 

X\ = ErO ' El ) X 3 = £ r0 . £ 3 , Jl 6 = ErO • Es j 

X% = Eio • Ea> -2-4 — ElO • E4 ; X 6 =. £ i0 . £ 6 . 
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(55). Parameter eines reellen Pfeils ausgedrückt durch die Pfeilcoordinaten: 

h '• h — ho + Es : Ei + % == Ei % '■ ho — Es> 
r i '• r 2 = ho + Ee '• h "r l h — h % : ho h • 



(56). Ebenen der absoluten Fläche durch den reellen Pfeil (l, r): 

«io = *{^8 — 4n[, 
«u = {^i — W> 



«?2 = **Kn + 4M> 
«13 =— l^a+ W • 

«ro = — i\h r »—kri\ , 

«rl = 1^1— 4^2 f> 



Linkseitige 
Ebene ; 
Erzeugende 



M. 



'rö 



Rechtseitige 
Ebene; 
— i\ fo + 7 2 f 2 } , [" Erzeugende 



(57). Punkte der absoluten Fläche auf dem reellen Pfeil (?, r): 



x{ — - 


-~t|Z 1 r 1 + Z 2 r 3 [/ 


Linkseitiger 


^zi — - 


^2 + 4^i }, 


Punkt; 


X i% — 


i\k^—l^i\ 


Erzeugende 


x ® — '• 


1^1 — 4^} •. 


-<£(!)> ^"(r)- 


Xrf) — 


i\h r i + ku\,' 


Rechtseitiger 


SK rl = 


|Va + 4»"if , 


Punkt; 


X r 2 = 


— *{^2— ~W> 


Erzeugende 


JE.» — 


Ür, — IrJ . 


-X-(.I)> "^(r)' 



Es folgt hieraus zum Beispiel : 

•"rO •% ^JO • B rl T ^ra ^3 •% ^rS = *£r0 • El) 

•"rO X ll X W x rl %r% •% T ^12 ^rS ~ " *ElO • E2 J 

«r2 «13 — «12 «r3 + «rO «ZI — «10 «rl = » Jrt • El » 
«r2 «13 — «Z2 «r3 ~ «rO «ZI + «10 «rl = »Em • E2 • 

Die Formeln (55) -(57) zeigen nunmehr, dass man nach Adjunction de 
Irrationalität V— 1 die Punkte und Ebenen, die einem reellen Speer oder Pfeil 
und zugleich der absoluten Fläche angehören, rational trennen kann. Ferner 
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ist deutlich, dass die gegenseitige Beziehung dieser Figuren durch reelle Beweg- 
ungen nicht zerstört werden kann, dass es unmöglich ist, z. B. die Figuren X 
und u r gleichzeitig mit den Figuren X und u t zur Deckung zu bringen. Daraus 
allein aber ergiebt sich natürlich noch nicht, dass es einen Sinn hat, die beiden 
Ebenen u r und u t durch die Epitheta rechts und links unterscheiden zu wollen, 
und ihnen diese Epitheta gerade in dieser Reihenfolge arizuheften. 

Wir betrachten nun eine Ebene u, die sich um den Speer X im positiven 
Sinne drehen möge. <p sei der Winkel zwischen dieser Ebene und einer be- 
stimmten Ebene durch X, so dass wachsenden Werthen von <£> der Umlauf im 
positiven Sinne entspricht. Setzen wir dann die Veränderliche p ins complexe 
Gebiet fort, so erhalten wir das ganze Bündel der reellen und imaginären Ebenen 
durch X, mit Ausnahme der beiden, die der absoluten Fläche angehören. Diese 
beiden Ebenen aber entstehen durch je einen Grenzübergang. Die eine wird 
erhalten, wenn man in <£> = ^ + i% die reelle Grösse % über alle Grenzen 
wachsen, die andere, wenn man sie unbegrenzt abnehmen lässt (i// = const., 
£= + go, £ = — oo ). Deutet man ^ und # in üblicher Weise in der 
Gauss'schen Ebene (i^-Axe nach rechts, %-Axe nach oben) so geht man im 
ersten Falle nach links von der im positiven Sinne durchlaufenen i^-Axe, im 
zweiten nach rechts. Deutet man andrerseits, wiederum in der Gauss'schen 
Ebene, die Veränderlichen 4 und # so, dass £ = ist auf dem Einheitskreis, und 
•^ dessen Bogen bedeutet, bei positiver Umlaufung des Kreises (entgegengesetzt 
dem Sinne des Uhrzeigers) so werden dadurch den Grenzwerthen % = + oo f 
% = — co der Reihe nach die Punkte und oo der Zahlenebene zugeordnet: 
diese liegen aber wieder links und rechts von dem im positiven Sinne durch- 
laufenen Orte % = 0. Von der letzten Deutung endlich kann man zur Zahlen- 
kugel übergehen. Diese werden wir in gleicher Weise orientiren, wie unsere 
beiden Bildkugeln (was zwar keine Notwendigkeit, aber das Nächstliegende ist). 
Sie geht dann in die Zahlenebene, deren Einheitskreis den Aequator der Zahlen- 
kugel ausschneiden möge, über durch stereographische Projection aus dem 
Südpol. Die Bilder der Punkte und oo sind nun auf der Kugel Nordpol und 
Südpol, da der positive Drehungssinn auf dem Aequator der von West nach Ost 
sein soll. (S. 127.) Wieder liegen also die Bilder der beiden ausgezeichneten 
Ebenen in Bezug auf den orientirten Aequator links und rechts. 

Wir wissen also nun, dass es einen Sinn hat, die beiden Ebenen (%= + oc ) 
und % = — oo ), mit den Beiwörtern links und rechts in Verbindung zu setzen, 
und es bleibt nur noch festzustellen, welche der unter (56) bezeichneten Ebenen 
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dem Grenzübergang (% = + «° ) und welche dem Grenzübergang (x = — «° ) 
entspricht. Dies kann an irgend einem Zahlenbeispiel ausgeführt werden, z. B. 
an diesem: \ = l % = r x = r 2 = 1. Es ergiebt sich dann die Zuordnung von u x und 
(# = + °° )i «r und fc = — oo ). 

Ebenso lassen sich die bei den Formeln (57) angebrachten Bezeichnungen 
rechtfertigen. 

Wir fassen nun das Wesentlichste dieser Ueberlegungen zusammen : 

Die Bestimmung der Ebenen und Punkte der absoluten Fläche, die einem reellen 
Speer oder Pfeil angehören, verlangt nur die Adjimction einer numerischen Irratio- 
nalität, nämlich der imaginären Einheit*) 

Die reellen Speere oder Pfeile X und z. B. die imaginären Tangentialebenen u 
der absoluten Flache lassen sich (auf zwei Arten) in eine wechselweise eindeutige 
Beziehung setzen, derart, dass der Speer X in der Ebene u liegt, also deren reelle 
Gerade überdeckt. 

Die beiden Tangentialebenen durch X können durch die Epitheta links und 
rechts unterschieden werden. 

Die linkseitige Ebene u t z. B. ist dadurch bestimmt, dass sie in dem Gauss'- 
schen oder Riemann' 'sehen Bilde des (zweidimensionalen) Büschels aller reellen und 
imaginären Ebenen durch X links liegt, wenn man die reellen Ebenen dieses 
Büschels im positiven Sinne durchläuft. 

Eine der genannten Zuordnungen wird dann durch die Festsetzung bewirkt, dass 
dem Pfeil X stets die ihn enthaltende linkseitige Tangentialebene u t der absoluten 
Fläche entsprechen soll, und umgekehrt. 

Die conjugirt-imaginäre und also rechtseitige Ebene u r entspricht dann dem 
timgekehrten Pfeil, in Bezug auf den sie linkseitige Tangentialebene ist. 

Man bestätigt das durch leichte Rechnung mit Hülfe der Formeln (55), (56). 

Schliesslich ergiebt sich noch eine weitere wichtige Folgerung. 

Jede Tangentialebene u t der absoluten Fläche enthält zwei Erzeugende X a) 
und X (r) dieser Fläche, und diese haben auf den beiden Zahlenkugeln genau 
dieselben Bilder £, und £ r oder X x und X r wie der reelle Speer oder Pfeil X, 
der zu u t gehört, nach der früher ausgeführten Zuordnung. Unterwirft man nun 
die Ebene u % einer beliebigen Bewegung mit complexen Parametern, so werden 
die Erzeugenden X (l) , X (r) in allgemeinster Weise linear transformirt. Die 

*) Ist die absolute Fläche nicht in der von uns vorausgesetzten Form dargestellt, sondern durch eine 
nicht-specialisirte quadratische Form gegeben, so tritt an Stelle dieser Grösse die Quadratwurzel aus der negativ 
genommenen Discriminante dieser Form. 
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Parameter % n : % lz und £ rl : i- rä unterliegen jetzt der allgemeinsten linearen Trans- 
formation. Die Bildkugeln werden eigentlich -collinear transformirt, und die 
Speere oder Pfeile X werden dadurch einer eigentlichen cyclischen Transfor- 
mation unterworfen (S. 1 43). 

Die eigentlichen cyclischen Transformationen der reellen {Speere oder) Pfeile 
können also auch in folgender Weise erklärt werden : 

Jede Tangentialebene der absoluten Fläche hat nach Obigem ein eindeutig be- 
stimmtes Bild in dem ihr zugeordneten Pfeil. Unterwirft man nun die Tangen- 
tialebenen den oo n reellen und complexen Bewegungen des elliptischen Baumes, so 
werden die zugehörigen Pfeile entsprechend vertauscht, und zwar durch die oo 12 
reellen eigentlichen cyclischen Transformationen. 

Die 2. oo 6 reellen und complexen Schiebungen liefern auf diese Weise die beiden 
Arten cyclischer Schiebungen im reellen Pfeilcontinuum. (Vgl. S. 143). 



Bis hierher haben wir den gelegentlich verwendeten Begriff „complexer 
Pfeil " nur durch ein System von zweimal vier oder viermal zwei homogenen 
Coordinaten, also formal erklärt, während wir für den verwandten Begriff des 
complexen Speeres eine Zurückführung auf bekannte Begriffe der (complexen) 
Nicht-Euklidischen Geometrie zur Verfügung hatten. Nunmehr ergiebt sich 
eine entsprechende Deutung auch für den Pfeil. 

Setzen wir nämlich in die Formeln (54) -(57) statt der conjugirt-complexen 
Verhältnissgrössen l t : \ und \:\,r l : r % und r x : r 2 beliebige Verhältniss- 
grössen ein, so erhalten wir statt der conjugirt-imaginären Ebenen u l} u r und 
Punkte x t , x r irgend welche in bestimmte Reihenfolge gesetzte Ebenen und 
Punkte der absoluten Fläche, die in der angezeigten Weise durch ein auf dieser 
Fläche verlaufendes Vierseit X (l) , X w , X (!) , X (r) von nunmehr ganz beliebigen 
Erzeugenden verbunden sind. Zwischen dieser Figur und den Pfeilcoordinaten 
besteht eine eindeutig-umkehrbare Beziehung. Wenn wir wollen, können wir 
daher sagen : Diese Figur ist der Pfeil. 

Da die Anordnung der beiden Punkte x x , x r auf dem Pfeil der Anordnung 
der übrigen Figuren u x , u r und X (0 , X w , X (l) , X (r) vollkommen bestimmt, so 
wollen wir — mit Rücksicht auf die in einer späteren Arbeit zu behandelnde 
hyperbolische Geometrie — nur von diesen Punkten reden. Auch scheint es uns 
zweckmässig, die Punkte x u x r statt durch die Worte links und rechts, die sich 
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auf den Fall reeller Pfeile des elliptischen Raumes beziehen, allgemein durch die 
Worte Anfang und Ende des Pfeiles (oder Speeres) zu unterscheiden. Dann 
können wir also sagen : 

Ein (reeller oder complexer) Speer kann in der Regel aufgefasst werden als eine 
gerade Linie, deren beide Schnittpunkte mit der absoluten Fläche bekannt und als 
Anfang x l und Ende x r des Speeres in eine bestimmte Reihenfolge gebracht sind. 

Fallen jedoch diese Schnittpunkte zusammen, oder sind sie unbestimmt, so fällt 
der Begriff des Speeres zusammen mit dem Begriff einer Geraden (nämlich einer 
Minimalgeraden oder insbesondere einer Erzeugenden der absoluten Fläche.) 

Ein (reeller oder complexer) Pfeil dagegen ist ein Paar von Punkten der ab- 
soluten Fläche, die als Anfang x x und Ende x r des Pfeiles bestimmt geordnet sind. 

Der Begriff des Pfeiles fällt also niemals zusammen mit dem einer geraden Linie. 

Es ergiebt sich nunmehr die gegenseitige Beziehung der Begriffe Speer und 
Pfeil, die wir in folgender Tafel darstellen : 



00 



Speers „allgemeiner Lage, 11 
darunter die oo 4 reellen Speere des 
elliptischen Raumes. 



oo 8 Pfeile „allgemeiner Lage, 11 
darunter die oo 4 reellen Pfeile des 
elliptischen Raumes. 



Je zwei solche Speere oder Pfeile gehören zur selben Geraden, die nicht 
Minimalgerade, nicht Tangente der absoluten Fläche ist. 



oo 6 „Minimalspeere allgemeiner 
Lage." 

Zu jeder Tangente, die nicht 
Erzeugende ist, gehört ein solcher 
Speer. 

2 . oo a Erzeugende der absoluten 
Fläche, deren jede ein specieller 
Minimalspeer ist. 

Die beiden letzten Classen bilden 
zusammen den Complex aller Mini- 
malspeere. 



co 4 „Punktpfeile, 1 ' das sind Pfeile, 
deren jeder denselben Anfangs- und 
Endpunkt x t = x r hat. Sie ent- 
sprechen auch den Speeren der 
nächsten Classe. 

2 . oo 6 „accessorische Pfeile 1 ', näm- 
lich Punktepaare x x , x r die durch 
(mindestens) je eine Erzeugende der 
absoluten Fläche verbunden werden 
können, darunter die zuvor ge- 
nannten Punktpfeile. 



Im Pfeilcontinuum gibt es also, an Stelle des einen absoluten Gomplexes, der 

von den Minimalspeeren oder Minimalgeraden gebildet wird, zwei accessorische 

Complexe, die (wie die Erzeugenden der absoluten Fläche) durch die Epitheta 

links und rechts zu unterscheiden sind. Diese beiden Complexe durchdringen 

21 
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einander in der absoluten Gongruenz, die von allen Punktpfeilen gebildet wird, 
und in der Speermannigfaltigkeit kein Analogon hat. 

Alle diese Figuren bleiben in Ruhe bei den o° 13 complexen Bewegungen. 

Das achtdimensionale Continuum aller complexen Pfeile hat, im Sinne der 
Analysis Situs, eben denselben Zusammenhang, wie das Continuum aller Quadrupel 
reeller Punkte, die man einzeln vier reelen Kugelflächen entnehmen kann. 

Es ist selbstverständlich, dasses algebraische Punktmannigfaltigkeiten giebt, 
die vollkommen eindeutig, umkehrbar und stetig auf das Speercontinuum abge- 
bildet werden können, und andere, die ebenso auf das Pfrilcontinuum abgebildet 
werden können. Wir werden (in der folgenden Abhandlung) solche Mannigfal- 
tigkeiten nachweisen, die noch weitere bemerkenswerthe Eigenschaften haben. 

Natürlich kann man die Reihenfolge unserer Betrachtungen umkehren. 
Man kann mit der Parameterdarstellung (51) der Erzeugenden der absoluten 
Fläche beginnen. Von dieser kommt man dann sogleich zu dein Begriffe des 
Pfeils. Die Gruppe aller eigentlichen cyclischen Transformationen der Pfeile 
wird dann wie folgt zu erklären sein : 

Eigentliche cyclische Transformationen der Pfeile sind solche, die Anfangs- und 
Endpunkt eines jeden Pfeiles dem Anfangs- und Endpunkt des entsprechenden 
Pfeiles durch irgend zwei (complexe) Bewegungen zuordnen. 

Die so erklärte nach der üblichen Terminologie zwölfgliedrige, in Wirk- 
lichkeit vierundzwanziggliedrige Gruppe hat vier paarweise vertauschbare 
sechsgliedrige invariante Untergruppen, und daher im Ganzen vierzehn invari- 
ante continuirliche oder sogenannte gemischte Untergruppen, von denen aber 
hier, wo die reellen Figuren im Mittelpunkt der Betrachtung stehen, nur zwei 
zur Sprache gekommen sind. Es sind dies die folgenden : 

1) und 2). Die beiden Gruppen mit je zwölf reellen oder sechs complexen 
wesentlichen Parametern, die links- oder rechts- syntaktische Pfeile in eben- 
solche überführen : Die beiden Gruppen cyclischen Schiebungen. 

Ausser diesen kommen noch besonders in Betracht gewisse nicht- invariante 
Untergruppen, nämlich: 

3). Die Gruppe der Bewegungen selbst, die von zwölf reellen oder sechs 
complexen wesentlichen Parametern abhängt. 

4). Die Gruppe der oo 12 cyclischen Transformationen, bei denen Anfangs- 
und Endpunkt eines jeden Pfeiles conjugirt-complexen Bewegungen unterworfen 
werden : Die Gruppe der reellen eigentlichen cyclischen Transformationen. 



Die Begriffe Links und Rechts in der elliptischen Geometrie. 159 

Man sieht, dass ein solcher Entwicklungsgang, der natürlich ebenfalls 
zu den Speeren und ihren sphärischen Bildern führt, seine systematischen und 
vielleicht auch pädagogischen Vorzüge haben wird. Indessen schien es uns 
doch angezeigt, die Einführung imaginärer Figuren so lange als möglich zu 
vermeiden. 



Das nächste Ziel dieser einleitenden Abhandlung glauben wir nunmehr 
erreicht zu haben. 

Eine besondere wichtige Folgerung, die sich unmittelbar ergiebt, ist die, 
dass die eyclischen Transformationen der Pfeile (genauer eine zu dieser Gruppe 
ähnliche Gruppe, und übrigens noch viel umfassendere vorläufig unberührt 
gelassene Gruppen von Transformationen) auch aus der Geometrie des 
hyperbolischen Raumes abgeleitet werden können. Dieser Gegenstand soll, mit 
Anwendungen auf Differentialgeometrie, in einer folgenden Abhandlung darge- 
legt werden. 

Eine andere Erweiterung der vorgetragenen Theorie wollen wir wenigstens 
noch anhangsweise erwähnen. 

Der Verfasser bezeichnet mit dem Worte Soma die Lage eines starren 
Körpers. Es kann nun das Soma im elliptischen Räume durch Coordinaten 
dargestellt werden, die völlig analog sind denen eines Linienkreuzes (nämlich 
durch die doppelt-homogenen reellen Parameter a { und b t ), und ebenso das Soma 
im sphärischen Räume durch Coordinaten, die analog sind denen einer Geraden 
(dieselben Parameter, verbunden durch die quadratische Gleichung N(d) —N(b) ). 
Endlich können die Somen im hyperbolischen Räume durch ebensolche 
Coordinaten dargestellt werden, wie die complexen Punkte eines projectiven 
Continuums, abgesehen von einer gewissen Ungleichung, durch die die o>* Punkte 
einer Fläche zweiter Ordnung ausgeschlossen werden. 
Das Soma aber ist der Grundbegriff der Kinematik. 

Die Nicht-Euklidische Kinematik kann also in allen Fallen aus Begriffen 
entwickelt werden, die nur durch die Dimensionenzahlen sich unterscheiden von 
solchen, mit denen wir es in der vorliegenden Abhandlung zu thun hatten. 

Wie das geschehen kann, darüber findet der Leser Andeutungen in des Ver- 
fassers Geometrie der Dynamen (§40, und Anhang, S. 536-594), wo der (ziemlich 
viel verwickeitere) Fall der Euklidischen Kinematik nach solchen Grundsätzen 
behandelt worden ist. 
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III. 

Schraubenflächen als Extreme. 

In der folgenden Mittheilung sollen in aller Kürze einige Sätze über 
Schraubenflächen abgeleitet werden, die eine einfache Anwendung der in der 
vorhergehenden Abhandlung II entwickelten Theorie darstellen. Einer dieser 
Sätze besagt, dass man der üblichen Abbildung der Geraden des Plücker'schen 
Liniencontinuums auf die Punkte einer quadratischen Mannigfaltigkeit eine 
Beziehung zur Nicht-Euklidischen Geometrie geben kann ; 

Das Gontinuum der reellen Geraden im elliptischen (oder sphärischen) Baume 
lässt sich auf eine reelle quadratische Mannigfaltigkeit, die im elliptischen Baume von 
fünf Dimensionen verläuft, derart abbilden, dass den Schraubenflächen die geo- 
dätischen Linien auf dieser Mannigfaltigkeit zugeordnet werden. 

Eine solche Abbildung erhalten wir auf eine sehr einfache Weise. Wir 
deuten erstens die homogenen Liniencoordinaten X x . . . X 6 als homogene Punkt- 
coordinaten im Räume iü 5 . Aus den Bewegungen im dreidimensionalen ellipti- 
schen Räume geht dann eine projective Gruppe G 6 im Räume B 5 hervor. Die 
Gleichung der quadratischen Mannigfaltigkeit, die wir mit Ml bezeichnen wollen, 

wird : 

X\ + X\ + X\ = X\ + X\ + X\ (1) 

Zweitens wählen wir unter den quadratischen Mannigfaltigkeiten des Raumes B 5 , 
die elliptische Maassbestimmungen definiren (und also keine reellen Punkte 
haben), irgend eine aus, die bei der Gruppe G s in Ruhe bleibt. Alle diese lassen 
sich leicht bestimmen. Sie haben Gleichungen der Form 

Cl {X\ + XI + XI) + c r {XI +X\ + XI) = 0, (2) 

worin die Constanten c, und c r von Null verschiedene positive Verhältnissgrössen 
sind. 

Benutzen wir also jetzt die Mannigfaltigkeit (2) als absolutes Gebilde einer 

Maassbestimmung vom Krümmungsmaasse Eins, und bedienen wir uns der in 

der vorausgehenden Abhandlung II eingeführten Bezeichnungen, so erhalten wir 

für die geradlinig gemessene Entfernung [Y, Z~\ zweier auf M\ gelegener Punkte 

F, Z die Gleichung 

(c, + c r ) sin 2 h[Y,Z]= Cl . sin 2 £ ( Y, Z) x + c r . sin 2 \ ( Y, Z) r . (3) 
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Für entsprechende Bogen elemente dS und ds l} ds r ergiebt sich heraus 

(c } -f c r ) dS 2 = Cj ds\ 4- c r ds 2 . . (4) 

Lassen wir also die beiden Punkte X x und X r auf den zugehörigen Bild- 
kugeln mit constanten Geschwindigkeiten 2©j und 2®' r , deren mindestens eine 
nicht verschwindet, in geodätischen Linien (also auf grössten Kreisen) sich 
bewegen, so bewegt sich der Punkt X auf M\ ebensfalls in einer geodätischen 
Linie mit constanter Geschwindigkeit 2©' , die man aus der Gleichung 

( Cl + C ,).0'a = c z .0f + c r .0; 2 (5) 

erhält. Zugleich ergiebt sich die Länge \Y, Z\ irgend eines geodätischen 
Bogens zwischen zwei Punkten Y, Z von M\ : 

(c l + c r ).{Y,Z\ 2 = c l .(Y,Z)! + c r (Y,Z) 2 . (6) 

Andrerseits durchläuft, im gewöhnlichen elliptischen Räume B 3 , der Speer 
X eine Schraubenfläche mit constanter Drehungsgeschwindigkeit 23' und 
Gleitungsgeschwindigkeit 2vj' : 

2£' = ©;+©;, 2>/ = ©( + ©;. (7) 

Hiermit ist unsere Behauptung erwiesen. 

Es ist leicht, den Verlauf der geodätischen Linien auf M\ zu übersehen, 
und sich überhaupt die Einzelheiten der benutzten Abbildung deutlich zu 
machen. 

Die Bilder der reellen parataktischen Congruenzen sind zwei Scbaaren von 
je oo 3 Kugeln. Alle Kugeln derselben Schaar sind zu einander congruent (und 
im Falle c t = c r auch die verschiedener Schaaren). Zwei verschiedene Kugeln 
derselben Schaar schneiden einander nicht, zwei Kugeln verschiedener Schaaren 
aber schneiden sich immer, und zwar unter constantem (im Falle c x = c r unter 
rechtem) Winkel in zwei Punkten, die Bilder der Geraden eines Linienkreuzes 
sind, und auf beiden Kugeln einander diametral gegenüber liegen. Durch jeden 
Punkt von M\ gehen zwei solche Kugeln mit Durchmessern, deren Längen ein- 
ander zu n ergänzen. 

Wenn nun zwei Punkte Y, Z nicht auf einer solchen Kugel liegen, so haben 
sie in Bezug auf die sie verbindenden geodätischen Linien allgemeines Verhalten. 
Das heisst, es giebt zwischen ihnen keine Continuavon gleichlangen geodätischen 
Wegen. Insbesondere tritt das auch ein für die oo T Punktepaare, die geodätisch 
durch gerade Linien verbunden werden können. 
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Solche Punkte Y, Z dagegen, die durch eine der genannten Kugeln ver- 
bunden sind, und also auf dieser einander nicht diametral gegenüberliegen, 
verhalten sich, wie wir etwa sagen können, im ersten Grade singular in Bezug 
auf die geodätischen Linien. Es giebt zwischen ihnen eine isolirte geodätische 
Linie, die ein grösster Kreis auf der zugehörigen Kugel ist. Auf ihr liegt der 
absolut-kürzeste Weg zwischen Fund Z. Ausserdem aber giebt es noch unend- 
lich viele Continua von je co 1 gleichlangen geodätischen Wegen zwischen je zwei 
solchen Punkten. Punktepaare der Art sind co 6 vorhanden. Im zweiten Grade 
singular verhalten sich dann die oo 4 gepaarten Punkte. Solche Punkte Y, Z 
werden erstens durch zwei Schaaren von je oo 1 geodätischen Wegen verbunden, 
die auf je einer der zwei Kugeln verlaufen, und die constanten Längen 



aL-xt-*, V 



Ci+c r ' ' Vci+ c r 
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haben. Unter diesen Wegen befinden sich die absolut kürzesten Wege zwischen 
Y, Z. Ausserdem aber giebt es noch unendlich viele Schaaren von je o° s gleich- 
langen geodätischen Wegen zwischen Y und Z. 



Das angewendete Verfahren liefert noch mehrere ähnliche Sätze. Ja, es 
liefert deren unbegrenzt viele, und es wird keine sonderliche Schwierigkeit 
haben, sie alle zu ermitteln. Wir wollen uns jedoch mit einigen charakter- 
istischen Beispielen begnügen, um diese Art von Ueberlegungen nicht über 
Gebühr auszudehnen. 

Wir betrachten jetzt als Baumelement den reellen Speer. Wir gelangen dann 
sofort zu einer Bildmannigfaltigkeit vierter Ordnung, M\, die in einem projectiven 
Punktcontinuum von sechs Dimensionen verläuft: 

Xl = Xi + XI + Xl=Xl+Xl + Xl (8) 

Man sieht, dass M\ auf M\ zwei-eindeutig bezogen ist, was weiterhin die 
Folge haben wird, dass die Punktepaare Y, Z auf M\ , denen in Bezug auf die 
noch zu erklärenden geodätischen Linien eine Sonderstellung zukommt, ein 
verwickelteres Verhalten darbieten als in dem eben betrachteten Falle. 

Auch M\ gestattet nun, wie M\, eine zu den elliptischen Bewegungen 
isomorphe continuirliche Collineationsgruppe; und überdies erweist sich diese 
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Gruppe auch — abweichend von dem Falle der M\ — als durch die Mannig- 
faltigkeit M\ selbst schon bestimmt. 

Invariante quadratische Mannigfaltigkeiten, die zu elliptischen Maassbe- 
stimmungen führen, sind jetzt diese : 

4X1 + cl(X\ + Xl + Xf) + c' r (XI + X\ + Xl) = (9) 

wofern 4 > 0, c[ > 0, c' r > 0. 

An Stelle der Gleichung (3) tritt jetzt die Gleichung 

(c(> + c{ + c' r ) sin^Y, Z]=cl. sin* %(Y, Z\ + c' r . stä^Y, Z) r , (10) 

und hieraus ergeben sich ähnliche Folgerungen wie zuvor. Aber die geodätischen 
Linien auf M\ sind hier Bilder von Schraubenflächen, die als Oerter von Speeren 
aufgefasst werden (S. 140). Auf eine Erörterung der verschiedenartigen Punkte- 
paare Y, Z auf M\ darf wohl verzichtet werden. Doch wollen wir bemerken, 
dass als Bilder der syntaktischen Congruenzen nunmehr 2. co 2 Kugeln erscheinen, 
von denen zwei verschiedenartige einander in einem Punkte schneiden. 

Leicht sieht man, dass man in diesem Falle statt einer elliptischen auch eine 
gewöhnliche Euklidische Maassbestimmung benutzen kann. Man deute zum 
Beispiel die Grössen 

\ Cl + c/ X > y Cl + c r -X ' 

u. s. w. als rechtwinkliche Cartesische Coordinaten. Man kommt dann wieder 
zu den Gleichungen (4) . . . (7). Aber die Bedeutung dieser Gleichungen ist nun 
eine andere, da ein Zeichenwechsel der sämmtlichen Coordinaten einen von dein 
Punkte X verschiedenen Punkt der Mannigfaltigkeit M\ liefert. Durch Pro- 
jection aus dem Anfangspunkt der Coordinaten kommt man zu dem zuerst 
behandelten Beispiel zurück.*) 



Wir betrachten jetzt ah Baumelement den reellen Pfeil. Aus Pfeilcoordinaten 
erster Art bilden wir die folgenden Producte : 

E?oErO> höh) ElO&j EioEß» 

Ei £ro> Ei h) Ei E<t> Ei E6> 

E3 Er0> E3 E2j E3 E4> Es Eöj 

Es Eh)> E5 E2j Es E<u Es Es- 

*) Vergleiche die Anmerkung auf Seite 121. 
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Diese deuten wir als homogene Punktcoordinaten H« (i = 0, 1, 3, 5, 
x = 0, 2, 4, 6) in einem projectiven Continuum R lh von 15 Dimensionen. Dann 
erhalten wir eine Bildmannigfaltigkeit der Pfeile, deren Ordnung mit Hülfe 
einer im vorliegenden Falle einwandsfreien Continuitätsbetrachtung = 24 
gefunden wird. Diese Mannigfaltigkeit Mf gestattet und bestimmt eine 
(sogenannte halb-einfache) reelle continuirliche zwölf-gliedrige Collineations- 
gruppe*), das Bild der eigentlichen cyclischen Transformationen der Pfeile. Die 
Bewegungen im elliptischen Räume aber bestimmen eine sechsgliedrige Unter- 
gruppe dieser Gruppe, und eine Schaar von a> 3 invarianten quadratischen 
Mannigfaltigkeiten ohne reelle Punkte, 

ro E 2 o + y J (HIo + H|, + Hio) + 
+ 7r (H? 3 + Bl + J38.) + yir SB?« = o (n) 

Wo, Yi, Yr, Yir>°, i = 1 , 3 > 5 > *= 2 > 4 > Ge- 
wählt man irgend eine von diesen als absolutes Gebilde einer elliptischen 
Maassbestimmung, vom Krümmungsmaasse Eins, so ergiebt sich für die (geradlinig 
gemessene) Entfernung zweier Punkte H } Z auf Mf der Ausdruck : 

(70 + Yl + Yr + Ylr) C0S \P, Z 1 = (1 2) 

= Yo + Yi cos ( Y , z )i + Yr cos ( F, Z\ + y lr cos ( F, Z\ cos ( F, Z\. K ) 

Hieraus folgt für entsprechende Bogenelemente : 

(yo + Yi + Yr + Yir) dS* = (y, + y lr )ds\ -f (y r + y lr ) ds* r . (13) 

Man sieht, es ergeben sich wieder ähnliche Folgerungen wie zuvor. An- 
gemerkt zu werden verdient jedoch : 

Die beiden Mannigfaltigkeiten M\ und Mf sind zwar beide frei von Singulari- 
täten, und sie sind birationäl, und überdies im reellen Gebiete vollkommen eindeutig 
und stetig, ausserdem auch geodätisch, auf einander abgebildet. Im complexen 
Gebiete jedoch ist diese Abbildung mit singulären Stellen behaftet. 

Die Einzelheiten ergeben sich aus dem Verhältniss der Begriffe Speer 
und Pfeil. (S. 157). 



Schliesslich kann man die Schraubenflächen auch als Oerter von Linienkreuzen 
ansehen (S. 140). Deutet man dann die Producte & £„ {i= 1, 3, 5, x= 2, 4, 6[ 
als homogeue Punktcoordinaten H iK , so kommt man zu einer Punktmannig- 

*) Im complexen Gebiete gestattet (und bestimmt) Jf| 4 vierundz wanzig continuirliche Schaaren von 
je oo 24 Collineationen, von denen acht Schaaren reelle Transformationen enthalten. (Vgl. S. 143.) 
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faltigkeit M\, von der sechsten Ordnung, die von zwei Schaaren von je oo * 
Ebenen beschrieben werden kann — den Bildern der beiden Schaaren para- 
taktischer Congruenzen, die man aus Linienkreuzen bilden kann. Diese Mannig- 
faltigkeit gestattet und bestimmt eine (halb -einfache) continuirliche Collineations- 
gruppe mit sechzehn Parametern ; und in dieser liegt wieder eine zur Gruppe 
der Bewegungen im elliptischen Räume isomorphe Untergruppe. Die einzige 
invariante quadratische Mannigfaltigkeit ist jetzt 

2Si=0, (14) 

und diese führt zu den Gleichungen 

cos [H, Z] = cos (9, j), . cos (9, j) r (15) 

und 

d& = dsl + ds* r . (16) 

Das Weitere ergiebt sich von selbst. 



Als Ausdruck für die geodätische Entfernung zweier Punkte Y, Z auf irgend 
einer der betrachteten Bildmannigfaltigkeiten hat sich stets eine Grösse der Form 



\Y, Z\=V(*i- (Y, Z)l + n r .(Y, Z)\ (17) 

ergeben, wo [i t > 0, [i r > 0. Wir wollen nun die einfachste Annahme y. x = p r = 1 
machen, was entweder schon von vorn herein zutrifft, oder (in allen Fällen) da- 
durch bewirkt werden kann, dass man c l ^=c r , c\ — d r , y l l = y' r setzt, und das 
Krümmungsmaass oder die Längeneinheit des benutzten höheren Raumes auf 
geeignete Weise abändert. Unter dieser Voraussetzung wollen wir die mehr- 
deutige Grösse \ Y, Z\ schlechtweg geodätische Entfernung der reellen Speere oder 
Pfeile*) Y, j£ nennen. 

Betrachten wir anderseits irgend eine die Speere oder Pfeile Y, ^verbindende 
Schraubenfläche. X sei eine Axe dieser Fläche, so dass Y durch gleichförmige 
Schraubung um X schliesslich in ^übergeht. Irgend ein Punkt von Y beschreibt 
dann eine orthogonale Trajectorie der Erzeugenden der Schraubenfiäche, eine 
Schraubenlinie (zugleich asymptotische Linie der Schraubenfiäche), die zwischen 
Fund Z eine bestimmte Bogenlänge hat. Unter diesen Schraubenlinien giebt 
es zwei ausgezeichnete von gleicher Bogenlänge, die nämlich, deren erzeugende 
Punkte von X und von der Polare von X den Abstand = £ mod. J haben, also, 

*) Oder nach Umständen, der Geraden oder der Linienkreuze T, Z. 

22 
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wie man sagen kann, von beiden Geraden gleichweit abstehen. Diese Schrauben- 
linien wollen wir etwa die mittleren Schraubenlinien zwischen Y, ^nennen. 

Es gilt nun der einfache Satz : 

Die geodätische Entfernung zweier reeller Speere Y, Z ist bestimmt, nach- 
dem man diese durch eine Schraubenfläche verbunden, und nöthigenfalls über den 
Weg, auf dem Y in Z übergeführt werden soll, entschieden hat.*) Sie wird dann 
gleich dem Doppelten der entsprechenden gemeinsamen Länge der beiden mittleren 
Schraubenlinien zwischen beiden Speeren. 

In der That, schreitet bei der gleichförmigen Schraubenbewegung, die Y 

schliesslich in Z überführt, der Schnittpunkt x von Y und X um die Länge 2dvj 

fort, und der Schnittpunkt x 1 von Y mit der Polare von X um die Länge 2d &, 

so schreitet, wie eine leichte Rechnung zeigt, irgend ein Punkt auf Y mit der 

Gleichung 

*V («a) , Vjjf (m»0 _ / 18 \ 

V(xx) f Vix'x 1 ) V ; 

um eine infinitesimale Strecke fort, deren Längen quadrat gleich ist dem Ausdruck 

(i + v * ' 

Ist ^=^,so durchläuft der genannte Punkt eine der beiden mittleren 
Schraubenlinien, und der letzte Ausdruck reducirt sieb auf 

h\(Y, Y+dY)\ + {Y, Y+dT£\. (20) 

Natürlich kann man auch das Vorzeichen von \Y, Z\ von dem Sinne 
abhängig machen, in dem die Schraubenfläche durchlaufen wird. 



In der hyperbolischen und in der Euklidischen Geometrie kann man zum 
Theil entsprechende Entwickelungen vornehmen. Die Schraubenflächen er- 
scheinen auch hier als Lösungen eines Problems der Variationsrechnung, das 
sich aus der Bildung gewisser quadratischer Differentialformen ergiebt. Sie 
haben indessen in diesen Fällen nicht die Eigenschaft, Extreme zu sein. Auch im 
elliptischen Räume selbst treten solche Erscheinungen schon auf, wenn man die 
von uns mit c„ c r u. s. w. bezeichneten Constanten verschwinden und in 
negative Werthe übergehen lässt. 

*) Wenn die Schraubenfläche algebraisch ist, so sind verschiedene Wege möglich. 
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Dagegen können sich unsere Ueberlegungen vielleicht in anderer Beziehung 
als nützlich erweisen. Die geodätische Entfernung 



\Y,Z}=«/(Y,Z)l + (Y,Zf r (21) 

zweier Speere z. B. wird eine ähnliche Behandlung zulassen, wie der gewöhn- 
liche Entfernungsbegriff. Die Geometrie der Speere liefert so ein Beispiel zu 
der auf Differentialformen gegründeten Mannigfaltigkeitslehre, und zwar zur 
Theorie der Mannigfaltigkeiten von nicht-constantem Riemann'schem Krüm- 
mungsmaass. Die Probleme der gewöhnlichen Flächentheorie können auf diesen 
Fall übertragen werden und liefern dann neue Gesichtspunkte für die Behandlung 
der Liniencongruenzen und anderer Figuren. 

Schliesslich verdient es wohl noch bemerkt zu werden, dass die zu Aus- 
drücken der Form (17) gehörige Maassgeometrie auch in einem anderen Ge- 
dankenkreise auftritt. 

Der Verfasser hat mit Hülfe der Theorie der Eermite' sehen Formen aus 
der gewöhnlichen elliptischen und hyperbolischen Geometrie allgemeinere Arten 
der Maassgeometrie abgeleitet. (Verhandlungen des Heidelberger Mathematiker- 
Congresses, Leipzig, 1905, S. 312-321 und Math. Ann. Bd. 60, 1905, S. 321). 
In ähnlicher Weise und zufolge dieser Theorie lässt sich auch die sphärische 
Geometrie erweitern. Die Geometrie auf einer Kugelfläche insbesondere führt 
dann zu einer Maassgeometrie in einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit, die 
ihrem logischen Inhalte nach nicht verschieden ist von der hier besprochenen 
Maassgeometrie im Continuum der reellen Speere oder Pfeile. 

In der auf Seite 159 erwähnten Geometrie der Somen im elliptischen oder 
sphärishen Baume giebt es ebenfalls Sätze, die den vorgetragenen ähnlich sind. 

Bonn, im März 1906. 



